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L ACTION CAPILLAIRE. 



L'élévation de l'eau et rabaissement du mercure dans un tube de 
verre d'un très petit diamètre sont des phénomènes très ancienne- 
ment connus, qui se présentent, au premier aspect, comme des 
exceptions aux lois de l'Hydrostatique, et dont on a donné pendant 
long-temps des explications qu'il serait inutile de rappeler. Les théo- 
ries qui ne sont pas fondées sur le calcul et l'observation doivent 
maintenant être bannies de la Phj'sique , comme elles le sont de 
l'Astronomie. Lors même que la véritable cause des phénomènes est 
connue, il n'y a que l'analyse mathématique qui puisse découvrir 
leur liaison réciproque, et les déduire les uns des autres, en em- 
ployant les seules données indispensables de l'expérience. Les effets , 
si nombreux et si variés, qui se rapportent à l'action capillaire^ en 
offrent l'exemple le plus remarquable; car, sans le secours de l'ana- 
lyse , ils seraient restés isolés , et l'on ne serait pas parvenu à les pré- 
voir ou à les expliquer tous avec précision, et encore moins à en dé- 
terminer la grandeur, au moyen de deux données spéciales empruntées 
à l'observation , l'une relative à la matière du liquide , et l'autre dé- 
pendante de cette matière et de celle du corps dont le contact donne 
naissance aux différens effets dont il s'agit. 

Quoique l'ascension d'un liquide au-dessus de son niveau soit pro- 
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daite par l'actioii du tube dans lequet elle a lieu, ou sait cepen- 
dant qu'elle ne dépend pas de son épaisseur, et Jurin a fait voir 
que, pour un même liquide, l'ascension ou la dépression dans des 
tubes capillaires formés d'une même matière suit la raison inverse 
de leurs diamètres intérieurs. Ces deux faits importans étaient cons- 
tatés par l'expérience, loreque Clairaut essaya, le premier, de rame- 
ner les phénomènes de la capillarité aux lois de l'équilibre des 
fluides, dont il venait de trouver les équations générales (i). Il 
considère un canal infiniment étroit, situé dans l'axe du tube, et se 
prolongeant au-dessous de son extrémité inférieure, pour se relever 
ensuite en -dehors et aboutir à la surface plane et horizontale du 
liquide; il montre que l'action du liquide sur la partie inférieure 
et sur les deux branches ascendantes de ce canal se détruit en par- 
tie, et qu'il ne subsiste que l'action du ménisque qui termine le li- 
quide dans l'intérieur du tube; et, selon Clairaut, cette force, jointe 
À celle qui provient de l'action directe du tube, doit faire équilibre 
au poids de la partie du canal élevée au-dessus du niveau exté- 
rieur. Cette conclusion est exacte ; mais il aurait dû ajouter que la 
seconde force, qu'il regardait comme la principale, était au con- 
traire insensible, et ne conserver, en conséquence, que la seule ac- 
tion du ménisque. En eflet, si l'action du tube ne dépend pas de son 
épaisseur, il en faut conclure qu'elle n'émane que de sa couclie inté- 
rieure, d'une épaisseur insensible, en sorte que les points du tube 
qui sont 3 une distance sensible du liquide n'agissent pas sur ses 
molécules, ni par conséquent sur les points du canal dont la distance 
au tube est égale à son demi-diamètre. Faute d'avoir fait cette re- 
marque et de l'avoir étendue à l'action du liquide sur lui-même , 
Clairaut a seulement ouvert la route , et n'a pas pu déduire de son 
analyse la loi expérimentale que Jurin avait trouvée. Mais quoique 

(0 Théorie de iajigvre de ial^rret premiire partie, chapitre X. 
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ces idées nous paraissent aujourd'hui très naturelles ^ et qu'on trou<» 
yât déjà un exemple du calcul de ce genre de forces dans la ma- 
nière dont Newton avait déterminé l'action des corps sur la lu- 
mière , il s'est néanmoins écoulé un long intervalle de temps avant 
que nous eussions une théorie de l'action capillaire où l'action 
du tube et celle du liquide fussent envisagées sous ce point de vue. 
Dans cette théorie^ que Laplace a publiée en 1806 et 1807^ ^ 
considère l'action des molécules du tube sur celles du liquide et l'ac- 
tion mutuelle des molécules du liquide, comme des forces attractives, 
décroissantes très rapidement suivant une loi inconnue, depuis le 
contact jusqu'à une distance insensible, où elles disparaissent entière- 
ment. Ces forces ont lieu en même temps que l'attraction nevvtc^ 
niennc qui suit la raison inverse du carré des distances ; mais l'effet 
de celle-ci n'est sensible que dans des masses très grandes, qui peuvent 
balancer l'action de la terre entière sur le fil-à-plomb placé dans 
leur voisinage, ou bien encore, quand on l'oppose à une force de 
torsion très délicate, comme dans l'expérience de Cavendish pour 
mesurer l'attraction d'un globe de plomb d'une asses petite éten- 
due. Les phénomènes de la capillarité ne dépendent donc pas de 
l'attraction qui s'étend à de grandes distances, et qu'il sera permis 
de négliger, sans aucune erreur, pour ne s'occuper que de celle 
dont la sphère d'activité est supposée tout-à-fait insensible , et qu'on 
appelle proprement Yattraction moléculaire. En partant de cette hy- 
pothèse, Laplace obtient l'équation de la surface d'un liquide dans 
son état d'équilibre, soit en considérant son action normale sur un 
canal infiniment étroit et prolongé indéfiniment, soit d'après l'action 
tangentielle qu'il exercé sur chaque molécule superficielle ; méthodes 
qui ne sont pas essentiellement différentes, et dont l'une doit con- 
duire à la différentielle de l'équation donnée par l'autre, ainsi que 
Laplace l'a fait voir à priori. Il regarde l'angle sous lequel la surface 
intérieure du tube est coupée par celle du liquide, comme ne dépen- 



4 NOUVELLE THEORIE 

dant uniquement que de la matière du liquide et de celle du tube; 
en sorte que cet angle est constant et donné , dans chaque cas , 
pour tous les points du contour de la surface capillaire ; le liquide 
étant sup[>osé homogène , aussi bien que la matière du tube. 
L'équation qui résulte de cette considération et celle qui appar- 
tient à la surface entière sont les deux équations du problème; 
elles renferment les deux constantes spéciales dont j'ai parlé tout 
à l'heure; et c'est de ces deux équations que Laplace a déduit 
l'explication des diCFérens phénomènes observés par les physi- 
ciens. 

Un ou deux ans avant Laplace, Th. Young s'était déjà occupé de 
ces questions (i). Des idées ingénieuses l'avaient conduit à recoa- 
nallre l'invariabilité de l'angle sous lequel la surface capillaire vient 
couper celle du tube, et le rapport qui existe entre l'élévation d'un^ 
liquide dans un tube d'un très petit dianiètie et son adhésion à un ] 
disque formé de la même matière que le tube ; mais 11 s'appuyait 
sur l'identité de la surface du liquide avec celle d'une membrane i 
également tendue en tous ses points; identité qui ne peut être que , 
la conséquence, et non le principe, de la solution du problème. 
Lorsque le travail de Laplace eut paru, Th. Young éleva contre sa 
théorie plusieurs objections, parmi lesquelles îl n'y en a que deux 
qui soient importantes : l'une, que Laplace n'a pas eu égard à l'ac- 
tiou de la chaleur dans le calcul des forces moléculaires (aj , et l'autre , 
tirée de l'expérience, qui se rapporte au cas de plusieurs liquides ^ 
superposés dans un même tube (3). J'examinerai celle-ci lorsqu'il 
sera question , dans cet ouvrage, de l'équilibre de ces liquides; quant 
à la nécessité de tenir compte de la répulsion calorifique, il ne peut 



(i) TraTU4u:tiont philosophiques, année i8o5. 

(a) Supplément à la Théorie de l'Action capillaire, page 75, 

(3) Supplément à rEncyclopédie britannique, article Cohésion dt:s liquides. 
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rester aucun doute à ce sujet : mais , pour cela , il suffit de prendre 
pour Faction mutuelle de deux molécules , l'excès de l'attraction de 
leurs matières pqtpdérables sur la répulsion de leurs quantités de, 
chaleur, et de considérer, en conséquence, la fonction qui l'ex- 
prime comme une quantité qui peut changer de signe dans l'éten-^ 
due de ses valeurs sensibles. Mais Laplace a omis, dans ses calculs, 
une circonstance physique dont la considération était essentiell^ : 
je veux parler de la variation rapide de densité que le liquide 
éprouve près de sa surface libre et près de la paroi du tube, sans 
laquelle les phénomènes capillaires n'auraient pas lieu, ainsi que 
je l'ai déjà fait remarquer dans mon Mémoire sur l'équilibre des 
liquides (1). 

En effet, dans l'état d'équilibre, chaque couche infiniment mince 
d'un liquide est comprimée également sur ses deux faces par Faction 
répulsive des molécules voisines, diminuée de leur force attractive , 
ou, ce qui est la même chose, on peut la considérer comme appuyée 
sur la partie du liquide située d'un côté, et comprimée par la partie 
située du coté opposé; et son degré de condensation est déterminé par 
la grandeur de la force comprimante. A une distance sensible de la 
superficie du liquide, cette force provient d'une couche du liquide 
adjacente à la couche infiniment mince, dont l'épaisseur est com- 
plète et partout la même, c'est-à-dire égale au rayon d'activité des 
molécules fluides; et, pour cette raison, la densité intérieure du li- 
quide est aussi constante , abstraction faite de la petite condensation 
due à la pesanteur, qui varie avec la distance a la surface supérieure. 
Mais quand cette distance est moindre que le rayon d'activité molé- 
culaire , répaisseur de la couche située au-dessus de celle que l'on 
considère est aussi plus petite que ce rayon : la force comprimante 
qui provient de cette couche supérieure décroît alors très rapide- 



(i) Mémoires de t Académie des Sciences, tome IX , page 76 et suirantes. 
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ment arec la distance à la sarfistcc , et s évanouit entièsement à la sur- 
face mème^ où la couche infiniment mince n'est plus comprimée que 
par la pression atmosphénque. Par conséquent , U condensation du 
liquide décroît de mêrae^ suirant une loi inconnue, à mesure que 
Toa s'approche de sa surface librêr, et sa densité est très différente à 

m 

cette surface et à une profondeur qui excède un tant soit peu lé 
rayon d'actitité de ses molécules , ce qui suffit pour qu'elle soit 
égak à la densité intérieure du liquide. Or, on démontrera, dam 
le premier chapitre de cet ouvrage, que si Ton négligeait cette va- 
riation rapide de la densité dans l'épaisseur de la couche superfi- 
cielle (i), la surface- capillaire demeurerait plane et horizontale, et 
il n'y aurait ni élévation ni abaissement du liquide. On feca voir de 
même la nécessité d'avoir égard à la compression variable que le 
liquide éprouve près de la paroi du tube , et qui s'étend jusqu'à la li- 
mite de l'action exercée par ce corps solide. 

En ayant donc égard à ces données physiques de la question , je 
suis parvenu à former , dans les chapitres II et III, l'équation com- 
mune k tous les points de la surface de contact de deux liquides 
superposés et contenus dans un tube quelconque, et l'équation parti- 
culière aux points de son contour, ce qui comprend, comme cas 
particulier, les équations relatives à la surface libre d'un seul li- 
quide. Leur forme est la même que celle des équations de la Méca^ 
nique céleste; mais les expressions en intégrales définies des deux 
constantes spéciales qu'elles renferment sont très différentes, de sorte 

——1 ■■■ i m ■■ ■ II—— I I II ^— — — ^—M — ■— *— ^— i— ■— — — ^ 

(i) Cette épaisseur doit être de grandenr finie, mais absûlomeut ioteiifible, 
d'après l'hypothèse qu'on a faite sur le peu d'étendue de la sphère d'activité mo» 
léculaire. Cela est confirmé par une expérience de M. Gay-Lussac. Ayant réduit un 
corps en poussière très fînei il a trouvé sa pesanteur spécifique sensiblement la 
même avant et après cette opération ; d'oii il faut conclure que l'épaisseur de la 
couche dilatée qui termine chacune des parcelles de poussière, est insensible eu 
égard à leurs dimensions. 
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que leurs yaleui^ numériques le seraient ëgalèmenL si , au lieu de les dé- 
terminer par l'expérience , on pouvait les calculer directement d'après 
leurs expressions analytiques, ce qui exigerait que l'on connùA les lois 
des actions du tube sur le liquide et du liquide sur lui-même. On 
trouvera, dans les chapitres suivans, les applications de ces équations 
générales à Téquilibre des liquides dans les tubes d'un très petit 
diamètre et à d'autres questions analogues , et l'on y pourra remar- 
quer l'usage que j'ai fait des tables^ elliptiques de M. Legendre » 
pour la solution rigoureuse de problèmes qui n'auraient pu , sans ce 
secours, être résolus que par approximation. 

Depuis que cet ouvrage est écrit, j'ai eu connaissance d'un Mé* 
moire de M. Gauss, qui parait en ce moment sous le titre de 
Principia generalia theoriœ figuras Jluidorum in statu œquUibrii (i). 
Pour former les équations de cet équilibre, l'auteur a recours au 
principe des vitesses virtuelles, qu'il applique à la masse entière du 
liquide, et non pas, comme dans la Mécanique analytique^ à un 
élément différentiel* de cette masse. Il trouve, de cette manière ^ 
qu'une certaine intégrale sextuple, étendue à toute cette masse ^ 
doit être un minimum. Dans le cas d'un liquide homogène et in* 
compressible, il réduit d'abord cette quantité à une intégrale qua^ 
dmple; et en considérant spécialement le cas où les forces appli-* 
quées au liquide sont la pesanteur et l'attraction mutuelle de ses 
molécules, dont la sphère d'activité est insensible, il réduit de nou- 
veau la quantité dont il s'agit , qui est ensuite composée de trois 
termes, savoir, le produit du poids du liquide et de l'ordonnée 
verticale de son centre de gravité , l'aire de sa surface libre multi- 
tipliée par une constante qui ne dépend que de la matière du li- 
quide, et l'aire des parois fixes contre lesquelles il s'appuie, mul- 
tipliée par une seconde constante dépendante de la matière du liquide 



(1) Gottingue, i83o. 
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et de celle de !a partie solide du système. Par les règles connues 
du calcul des variations, on détermine la surface inconnue du li- 
quide qui rend celte somme un minimum , et, comme on sait, on 
trouve à la fois l'équation générale de cette surface et l'équation 
particulière de son contour, ce qui est l'avantage caractéristique de 
la méthode que M. 'Gauss a suivie. Mais cet illustre géomètre étant 
parti des mêmes données phj-siques que Laplace, et n'ayant pas 
non plus considéré la variation de densité aux extrémités du li- 
quide, qu'il a regardé, au contraire, comme incompressible dans 
toutes ses parties, les objections qui s'élèvent contre la théorie de 
Laplace s'appliquent également à la sienne, qui ne diffère de l'autre 
que par la manière de former les équations d'équilibre. On peut, 
à cet égard, employer différens moyens; mais, sans craindre de 
compliquer le calcul et d'en augmenter les diiiicultés , il importe 
de ne négliger aucune des circonstances essentielles de la question^ 
parmi lesquelles il faut compter surtout la ililatatiou du liquide 
près .de sa surface libre et la condensation qui peut être produite 
par l'attraction du tube. 

La conséquence générale que l'on tirera de notre Iheorie, c'est 
que les phénooiènes de la capillarité sonl dus à l'action moléculaire, 
modifiée, non-seulement par la courbure des surfaces, comme La- 
place l'avait dit , mais aussi par l'état particulier des liquides à leui~s 
extrémités. 
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CHAPITRE PREMIER. 



Discussion préliminaire. 

t 

^ 

(i). La théorie de raction capillaire se compose de deux parties dis- 
tinctes: Tune est relative à la surface du liquide contenu dans un tube, 
l'autre se rapporte au contour de cette surface et à l'action du tube sûr le 
liquide. Nous allons , dans ce premier chapitre^ examiner successive- 
ment les principes que Laplace a suivis dans le supplément au livre X 
de la Mécanique céleste, pour traiter ces deux parties de la question ; 
nous montrerons les diÛicultcs auxquelles ils sont sujets, et en même 
temps nous ferons connaître ceux que nous nous proposons d y subs* 
tituer, et qui seront la base de la nouvelle théorie qui fait lobjet de 
cet ouvrage. 

Ainsi , nous supposerons que les molécules du liquide sont soumises 
à une attraction mutuelle qui n'est sensible qu'à des distances insens- 
ibles, et que les points matériels du tube exercent une semblable ac- 
tion sur ces molécules. Comme dans la théorie de Laplace , nous 
ferons d'abord abstraction de la répulsion calorifique ; nous n'aurons 
point égard à la dilatation oh à la compression du liquide près dé 
la surface ou près des parois du tube , c'est-à-dire que nous y re- 
garderons la densité du liquide comme étant la même que dans son 
intérieur. Enfin ^ pour calculer les résultantes de l'attraction moIécQ- 
laîre, nous partagerons le volume du liquide et celui du tube en 
clémens infiniment petits , puis nous exprimerons ces forces par des 
intégrales définies relatives à ces élémens. 

(2). Soit ÂOB (fig. r**) la surface do liquide. Par le point quel- 
conque 0, menons le plan tangent CODj appelons ^^ l'élément in- 
finiment petit, commun à cette surface et à ce plan; et sur cù, comme 
base, élevons dans l'intérieur du liquide un cylindre 0£ normal et 
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lo NOUVELLE THÉORIE 

indéfiniment prolongé. Désignons par Nui l'action exercée par le 
liquide sur ce cylindre, suivant sa longueur et de dehors en de- 
dans. On pourra diviser "Nco en deux parties: Tune , relative à la 
portion du liquide terminée par le plan COD et dont le cylindre 
fait partie , l'autre correspondante au ménisque compris entre ce 
plan et la surface 'AOB; et si l'on désigne la première par K'/), et 
la seconde par fJLO) , on aura 

N = K =fc /x , 

Cil prônant le ^igne supérieur ou le signe inférieur, selon que le li- 
quide sera concave ou convexe au point 0. La figure suppose que ce 
soit le premier cas qui ait lieu. 

Pour calculer K , ^soit M un point du cylindre OE , et M' un 
point quelconque du liquide compris dans la sphère d'activité de M. 
Appelons r la distance MM', s et / les perpendiculaires aoaissées de 
ces deux points sur le plan COD, et co' un élément de ce plan, qui sera la 
base d'un cylindre parallèle a OE et comprenant le point M'. Les élé- 
mens de volume qui répondent à M et M' auront pour expressions 
cécls et (Jds!\ et si l'on représente par f la densité du liquide, et 
par <pr une fonction de r qui n'ait de valeurs sensibles que pour 
des valeurs insensibles de cette Variable, l'action mutuelle de ces 
deux élémens pourra s'exprimer par le produit 

f^^r.cocûdsds'. 

La fonction ^r ne changera pas de si^ne dans toute l'étendue des 
valeurs de r, puisqu'on a seulement égard à l'attraction» des mo- 
lécules, et qu'on ne tient pas compte de la répulsion due k leur 
calorique ; et si on la regarde comme positive , la, composante de 
la force précédente, dirigée suivant ME, s'obtiendra. en multiplia.iU 

cette force par le rapport qui est le cosinus de l'angle M'ME. 

Représentons par u la projection de r sur le plan COD, et par # 
l'angle que cette projection fait avec une droite fixe, menée. par le 
point dans ce même plan. On pourra prendre 

w' tsrz ndudv ; 
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on aura en outre 

r» = M* + (s' — s)* } 

et la valeur de Ka> s'obtiendra par des intégrations relatives à u, u, 
s'y s. Celle qui répond à l'angle p aura pour limites p=o et i^= 29r, 
en désignant par ^ le rapport de la circonférence au diamètre; elle 
s'effectuera immédiatement ; et si Ton supprime le facteur co , on 
aura 

K = 27rf ' / / / ^^ s — s ^^^^^f^ç 

Soit 0' un point de OE, tel que Ton ait MO = MO'. Par ce 
point, menons un plan C'O'D' parallèle à COD. Il est évident que 
l'action du liquide compris entre ces deux plans , sur le point M , 
se réduira à zéro, a cause que Ton n'a point égard à la variation 
rapide de s^ densité dans la couche qui le termine. Si donc on fait 

m -pISui^ i£re commencer à zéro l'intégrale relative à la nouvelle 
variable jo , aussi bien que les intégrales relatives a u et k s. On 
aura d'ailleurs 

r* = m' -f- (x + j)' ; 

en sorte que pour toute valeur sensible de l'une des variables po- 
sitives Uy Xy s , la variable r aura aussi une valeur sensible , et (pr 
sera nulle ; on pourra donc étendre ces intégrales jusqu'à l'infini , et 



n plSumi i£] 



écrire 



j^X, j^fO j^CC s -^ X 

K = 27rf^ 111^^ udndxds. 

Soit maintenant 

^ = W5 , X = ujTf ds = udz , dx = udj ; 

les limites relatives aux nouvelles variables zéijr seront encore zéro 
et l'infini , et nous aurons 
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12 NOUVELLE THÉORIE 

Si donc nous substituons r à la variable u, ei que nous prenions, 
en conséquence 9 

dr 



u = > =z=r , du = 



les limites relatives à r seront aussi r= o et r= oo , et il en résultera 

K = 27rf^q I r^^rdr , 
en faisant, pour abréger, 



Mais on a 



t r"^ dr I 

î=3/ ^1 = 3»" 




on aura donc enfin 



K=^f^ r^tprdr. (i) 



(3). Calculons de même la valeur de fi. Pour cela , je partage le 
ménisque en cylindres perpendiculaires au plan tangent COD , qui 
aient pour bases les élémens infiniment petits de ce plan , et se teraii* 
nent à la surface AOB. Soit M'O' (fig. a) l'un de ces cylindres. Dési- 
gaons par a>' sa base, et par ^ sa hauteur; en sorte que c^X ^^^^ son 
volume. Pour qu'il agisse sur le cylindre OE, il faudra que la dis- 
tance OM' soit très petite , et , par conséquent , que l'ordonnée ^ de 
la surface soit très petite du second ordre; on pourra alors, sans er- 
reur sensible , regarder tous les points de M'O' comme exerçant des 
actions égales et parallèles sur le point quelconque M de OE , et 
prendre 

pour l'action totale de M'O', sur l'élément ùids qui répond à ce point; 
les distances MO et MM' étant représentées par s et r, comme précé- 



DÇ L'ACTION CAPILLAIRE. i5 

demment. Cette force étaut dirigée de M vers M', sa composante sui- 
vant ME sera négative, et s'obtiendra en multipliant cette force par 

— • Si l'on appelle u la distance OM', et ç Fangle qu'elle fait avec une 

m 

droite fixe, menée par le point dans le plan tangent, on aura 

f • = ^ + a% iJ = ududv, 
et l'on en conclura 

^ = - rf'f'fyr ^ dudsdi^. 

Soient m et m' les deux coordonnées de M' relatives h des axes 
rectangulaires, menés par le point O dans le plan COD^de sorte 
qu'on ait 

nssttsiui^, W zssucosi^. 

La valeur de Ç sera donnée eu fonction de m et n par l'équation de la 
sur&ce du liquide; on pourra la développer en série très conver- 
gente , suivant les puissances et les produits de >i et n' ; et comme 

Kf ^9 j^ 9 s'évanouissent en même temps que ces deux variables , 
on aura 

en négligeant les termes du troisième ordre, et désignant par Q, Q', Q", 
des coefficiens indépendans de n et n'. Je substitue ces valeurs de 
Ç, r^ m', dans celle de /Ei, et j'effectue l'intégration relative à i/; 
il vient 

A*=-H(QH-QO, 

en faisant , pour abréger , 



• X y%X 



H = Tf j / 9^^ ~ dtids. 



On réduira cette intégrale double à une intégrale simple, en fai- 
sant d*abord 

s = ux , ds s= udx , 
et ensuite 






,4 NOUVELLE THÉORIE 

r j dr 

U = . - , du Z=Z —p=s=:zn=. \ 



ce qui donne 

cest-à-dire 

I p^ 

H = J'^f* I f^<Prdr. (2) 

Prenons poui* axes des coordonnées >f et >i' les tangentes aux sec- 
lions normales de plus grande et de moindre courbure, de la sur- 
face du liquide au point 0. En désignant par à et A' les rayons de 
ces deux courbures principales, nous aurons 

i = '-^ = 2O i = ^ = aO'- 
uu moyen de quoi la valeur de /jl sera 

" = -;«(;+ 7> 

(4). Les quantités K et ^t étant ainsi déterminées , et la surface 
du liquide ayant été supposée concave au point 0, on aura 

N=:K-iH(i+i.), (5) 

formule dans laquelle on regardera \ et X' comme des quantités po- 
sitives. Pour rétendre au cas de la surface convexe, il sufBra dj 
changer les signes de A et A'; et, généralement, on y considérera 
chacune de ces deux quantités comme positive ou comme négative, 
selon que la ligne de courbure à laquelle elle répond tournera sa 
concavité en-'dehors ou en-dedans du liquide. 

Les expressions des coediciens K et H que cette formule renferme 
s'accordent avec celles que Laplace a trouvées, sous une autre forme, 
pour les mêmes quantités. En effet, on suppose, dans la Mécanique 
céleste ^ 

f^rdr = c — rir, frllrdr =s c' — 4^> 
les intégrales commençant avec r, c et c* étant leurs valeurs quand r a 
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une grandeur sensible , Ilr et 4^* désignant des fonctions qui s'éva- 
nouissent pour toute valeur sensible de r. D'après cela , on a 

K = 2^f* i '^rdr, H = ^^^t^ f f^-^^f^dr, 

en rétablissant la densité f que Laplace a prise pour unité , et la 
limite h étant une quantité de grandeur sensible, qu'on pourra , si 
l'on veut y remplacer par l'infini. Or, si l'on intègre par partie, il 
vient 

K = 2vrp*h^h — 27rp^ j r -j^ dr = 2^p* f l'^Unlr^ 

H = STp*A*4A — ^P' r '^^^^= Trp^fj^Urdr ; 
intégrant de nouveau, on a 

ce qui coïncide avec les formules (i) et (a), en prenant /i= oo . 

(5). Lorsque la surface du liquide sera connue, et que les valeurs 
des constantes K et H, dépendantes de sa nature, seront données, la 
formule (5) fera connaître l'action qu'il exerce sur un filet cylindrique, 
normal à cette surface au point où il la rencontre. Si, par exemple, 
la surface du liquide était celle de l'aire minima , on aurait 

et l'action dont il s'agit serait constante et la même que dans le cas 
d'une surface plane. 

Réciproquement, on conclura de celte expression de N l'équation 
de la surface libre d'un liquide homogène soumis k l'attraction mu- 
tuelle de ses molécules et à dautrcs forces données, telles que la pe- 
santeur. En effet, Taction de ce liquide sur tous les points sensible- 
ment éloignés de la surface étant égale en tous sens et se détruisant 
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par conséquent, N« exprimera encore cette action sur le filet OE (fig. 5), 
normal au point quelconque 0, lors même qu'il cessera detre droit k 
une profondeur sensible, pourvu que la section perpendiculaire à sa 
longueur ne varie pas, et soit toujours égale à eo. Supposons donc que 
ce filet curviligne vienne aboutir en un point fixe L de la surface du 
liquide, et qu'il soit aussi normal en ce point. Désignons par / et l' 
les valeurs de X et X' relatives à ce point L. Les actions du liquide 
sur le filet OEL seront Noi au point 0, et N'û» au point L , en appelant 
N' ce que devient N quand on y met / et /', au lieu de \ et A'. Si donc 
la pression extérieure est nulle ou la même aux deux points et L , 
et si Ion suppose que la pesanteur soit la seule force donnée qui 
agisse sur le liquide, il faudra , pour l'équilibre du filet OEL , que 
l'excès de N'â> sur Nû> soit balancé par la différence des actions 
exercées par la pesanteur sur les deux branches de ce filet, sui- 
vant leurs longueui^. En appelant donc A cette différence, il fau- 
dra qu'on ait 

N'o) — Na = A. 

Or, si l'on représente par g la pesanteur, par z l'ordonnée verticale 
d'un point quelconque du filet, et par ds l'élément de sa longueur, 
gpcùds sera le poids de la masse correspondante à cet élément, et 
gpeadz sa composante suivant la longueur du filet ; d'où l'on con«- 

clura 

A = gpœz , 

en prenant le point L pour origine des coordonnées , et comptant 
les z positives au-dessus du plan horizontal passant par ce point ; 
et si Ion substitue cette valeur de A et celles de N et N' dans l'équa- 
tion d'équilibre , il en résultera 

pour l'équation de la surface du liquide qu'il s'agissait d'obtenir. 

(6). Les points et L peuvent être des points de la surface du 
liquide situés en-dehors ou en-dedans du tube. Le raisonnement qui 
nous a conduit à l'équation (4) subsistera toujours ; pourvu que le 
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filet OEL ne soit pas int^irompu par le tabe y et il sufBra pour cela 
de le faire passer au-dessous de rextrémité inférieure du tube lorsque 
Tuu des deux points sera en-dedans et Tautre en-dehors. Si le point L 
est en-dehors , à une distance du tube assez grande pour que la sur- 
face du liquide y soit sensiblement plane et horizontale , on aura 

/ = 00, f = 00, 

et réquation précédente fera connaître, l'éléyation ou l'abaissement de 
chaque point de la surface capillaire ^ au-dessus ou au-dessous du 
niveau extérieur du liquide. 

Cela étant, supposons que le tube soit formé d'une matière homo^ 
gène f et que sa surface intérieure soit celle d'un cylindre à base cir- 
culaire et qui ait son axe vertical; il est évident que, dans ce cas, la 
surface capillaire ne pourra être qu'une surface de révolution , dont 
l'axe de figure sera celui du tube. Au point situé sur cet axe, les 
deux rajons A et A' seront égaux et de même signe. En désignant 
par b leur grandeur absolue , on aura donc 



selon que le liquide sera concave ou convexe ; et si l'on représente 
par h la valeur de z relative au point dont il s'agit, et qu'on supprime 
les termes de l'équation (4) qui dépendent de / et f , on aura 

pour déterminer l'élévation ou rabaissement du centre de la surface 
capillaire. 

En ayant égard à la formule {pt) , on tire de là 



et comme (pr est constamment positive, à cause que l'on a seule- 
ment égard à l'attraction des molécules', il s'ensuit que l'ordonnée h 
sera positive ou négative, et, par conséquent, que le liquide s'élè* 
vera ou s'abaissera dans le tube , selon qu'il y sera terminé par une 
surface concave ou convexe ; ce qui serait , en effet , conforme k 
l'expérience. Mais , dans la supposition de çr positive pour toutes 
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les valeurs de r, non- seulement H^ mais aussi K, serait positif; 
or, on va voir que la force K doit au contraire être négative, pour 
faire équilibre à la pressioti extérieure ; ce qui suffira pour rendre 
inadmissible l'hypothèse de fr constamment positive. 

(7). Par un point 0, (fig. 4) appartenant au filet normal OE, et 
situé à une distance quelconque du point , menons un plan 
C,0|D| parallèle au plan tangent COD. L'action du liquide compris 
entre ces deux plans , sur la partie 00. de OE , sera évidemment 
nulle, puisqu'on y suppose la densité constante. Nous appellerons 
K^cû l'action sur 00, de l'autre portion du liquide terminée par le 
plan C|0|D| , laquelle action sera dirigée suivant 0|E, et s'ajoutera à 
l'action du ménisque qu'on a désignée précédemment par /jl. Celle 
de la pesanteur, ou le poids de 00, décomposé suivant sa longueur, 
aura gpetoD pour valeur, en appelant a la perpendiculaire abaissée 
de sur le plan horizontal passant par 0,, ou la différence de 
niveau de ces deux points. Enfin, en appelant FI la pression exté- 
rieure rapportée à l'unité de surface, qui sera, si l'on veut, la pres- 
sion atmosphérique, il y aura encore la force ïlo) qui agira sur 00. 
dans le sens des forces précédentes. Pour l'équilibre de cette partie 
du filet OE, il faudra donc que la somme de toutes ces forces soit 
égale k zéro , ou qu'on ait 

K| + ;t 4- gpa 4- n = o , (6) 

en supprimant le facteur commun a>. 

Observons d'ailleurs qu'on a Ki = K. En effet, soit M un point 
appartenant à 00,, M, un point situé de l'autre côté du plan C|0|D,, 
s^ et a: leurs distances k ce plan , r. la distance MM, , u sa projection 
sur ce même plan ; nous aurons 

Le cosinus de l'angle EMM, sera IX-îi * le volume d'un anneau dr^ 

culaire dont tous les points agissent également sur le point M, aura 
pour expression 2'?rududx y et celui de l'élément de 00, qui ré* 
pond à M, étant oùds^, on en conclura, sans difficulté. 
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ea supposant que 00, ait une grandeur sensible , ou du moins plus 
grande que le rayon d'activité moléculaire , ce qui a permis d'étendre ^ 
jusqu'à rinfini l'intégrale relative à si. Or, en y employant les lettres 
^ et r , au lieu de ^, et r, , celte expression coïncide avec l'une de celles 
que Ton a trouvées pour K dans \e n? 2. 

Mettant donc K à la place de K, , et pour /i sa valeur dans l'équa- 
tion d'équilibre de 00;, on aura 

ce qui montre que K sera généralement une quantité négative, dépen- 
dante principalement de la pression extérieure et de renfoncement 
du point 0,, auquel elle l'épond. Si la surface du liquide est plane , 
et que le point 0^ n'en soit éloigné que d'une distance insensible , K 
sera simplement égal et contraire à la pression II » et nul quand le li- 
quide sera placé dans le vide. 

D'après la manière dont Laplace a formé les équations (4) et (5) , 
il n'a pas eu besoin de considérer la quantité K qui n*y est pas com- 
prise, ni de s'occuper de sa relation avec la pression extérieure; mais, 
suivant ses principes, cette quantité serait positive et extrêmement 
grande par rapport à H , ainsi qu'il le dit lui - même en plusieurs 
endroits, et comme cela résulterait effectivement des formules (1) 
et (2). Pour que l'intégrale représentée par K puisse être négative , 
et que cependant l'intégrale que H représente reste positive, con- 
formément à l'expérience, il est indispensable d'avoir égard à l'at- 
traction des molécules et à leur répulsion calorifique ; on regardera 
alors, dans les formules (i) et (2), la quantité p*^r comme exprimant 
l'excès de la force attractive sur la force répulsive , et f r comme étant 
positive à toutes les distances r où la première force l'emporte sur 
la seconde, et négative à toutes les distances où c'est la seconde 
qui surpasse la première (*) ; mais nous allons faire voir que 
cette considération serait encore insuflSsante, et que dans la théorie 



O Noas deroiu dire qna celte modification à tu théorie « été indiquée par PAu- 
tenr daos qdc note qui fait partie du Bulletin de la Société Philomatique, an- 
née 18199 page laa. 
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de Laplace, ainsi modifiée ^ la quantité H, d'où dépend l'élévation 
ou l'abaissement da liquide, n'en devrait pas moins être nulle ou 
insensible. 

(8). Supposons que le filet OE, normal à la surfaœ du liquide , ne 
soit plus cylindrique I et que l'aire de la section perpendiculaire à 
sa longueur varie d'un point à un autre , quoiqu'elle soit toujours 
infiniment petite. La distance OM étant insensible et représentée par s, 
et ùf désignant toujours l'élément de la surface du liquide au point 0, 
on pourra représenter Taire de la section au point M par a>(i -^ ks) , 
en négligeant les. puissances de s supérieures à la première, et dési- 
gnant par k un coefficient indépendant de cette variable. Si nous re- 
gardons aussi la longueur de 00| comme insensible, l'expression 
o)(i -^ ks) aura lieu dans toute cette longueur, et nous pourrons 
partager le filet 00. en deux autres, l'un ayant une section cons- 
tante et égale à eo, et l'autre une section variable et exprimée par 
aks. Soient IJcok et Yak les actions normales à la surface du li^ 
quide, et dirigées de dehors en-dedans, qui seront exercées sur la 
seconde partie de 00, , par le liquide que termine le plan C|0|D, et 
par le liquide compris entre ce plan et le plan tangent COD. Obser- 
vons que l'action du ménisque renfermé entre COD et AOB, sur cette 
partie de 00, , est du même ordre que les quantités qu'on a négligées 
en calculant l'action fJUû de ce ménisque sur la partie cylindrique de 00,, 
en sorte que fjiûù exprimera encore l'action du ménisque sur le filet 
non cylindrique. Le poids de 00, n'aura pas non plus changé sensi- 
blement, et la pression extérieure qui a lieu à son extrémité 0, sera 
toujours lia». Pour l'équilibre de 00,, il faudra donc qu'on ait 

K, + fft -f- pg'* + n + UA: + VA = o î 

K, et fga étant les mêmes quantités que dans le numéro précédent. 
Or, l'équilibre devant exister, soit qu'il s'agisse d'un filet cylin- 
drique, ou soit que Ton considère un filet dont la section varie, il 
est nécessaire que cette équation ait lieu en même temps que l'équa- 
tion (6), qui se rapportait au filel cylindrique. En retranchant l'une 
de l'autre, et supprimant le facteur commun k, on aura donc 

U + V = o. 
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Si Ton désigne par s^ la distance MO. et par / la longaeur de 00. , 
et que Ton conserve toutes les autres notations du numéro précédent^ 
on aura j = / — J, , et l'expression de U sera ' * 

U = :i7rr/;/;/>r. (^.JlIÛJLlZlà ududxds. ; 

r, étant toujours donné par Téquation 

r,* == a' + (x + j,)'. 

Soit aussi ^ la distance d'un point quelconque du liquide au 
plan COD, r^ sa distance au point M^ et i^ la projection de / sur 
ce plan , en sorte qu'on ait 

r'* = II* + (/ — s)% 

et que le cosinus de Tangle que fait r^ avec ME ait pour valeur 

/ s 

— -j — ; nous aurons 

Ici l'on ne peut pas [étendre jusqu'à l'infini les intégrales relatives à 
s et ^y lors même que / aurait une grandeur sensible , parce que r' 
n'a pas une valeur sensible pour toute valeur semblable de s' ou de s^ 
mais seulement pour une pareille valeur de leur différence. 

En ajant égard à ce que K, i^présente , la valeur de U pourra 



s'écrire ainsi : 



U = /K. — ^rf^f^f^ ^r, (fjilîilii ududxds,. 
Je fais d'abord 

«^1 =■ «r > x=zuZf ds,z=z udjr , dx = lidz , 
et ensuite 

il en résultera 

U = K, — 2 '^f^qj r^^^r.dr^ , 

en faisant, pour abréger. 



>■ 
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« __ r" r' U -i- ')jrdrd' 



A cause de 



o [I 



(jr + z)dz I I 



nous aurons 






et d après la formule (2), la valeur précédente de U deviendra 

U = /K, — H. 

L'intégrale triple que V représente se réduit également k des inté- 
grales simples; mais cette transformation exige une attention parti- 
culière, et nous allons TefTectuer en détail dans le numéro suivant. 

(9). On a identiquement 

s^l(s+s')+l{s^s'); 
d*où il résulte 

et la première de ces deux intégrales s'évanouit^ comme étant com- 
posée d'élémens qui sont deux à deux égaux et de signes con- 
traires. 

Je désigne par v une variable positive , et je fais successivement 

et dans les deux cas 

r'* = «• + i/\ 

En partageant la dernière intégrale en deux parties, dont Tune ré- 
ponde aux valeurs de ^ plus grandes que $^ et l'autre aux valeurs de s 
plus grandes que s\ nous aurons 

'f:.fy^-^'=~fXf> 9 -y-f'xf'r'^'i -y- 

ou, ce qui est la même chose, 
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Soit maintenant 

ftpr^dr' = c — Or' ; 

l'intégrale étant prise de manière qu'elle s'évanouisse avec /, c étant 
une constante qui représente ce que celte intégrale devient pour une 
valeur sensible de r^, et <(r^ une fonction qui devient insensible pour 
toute valeur sensible de cette variable; on aura 

et, par conséquent^ 

en désignant par r la valeur de / qui répond k ifzsl — s , en sorte 
qu*on ait 

Au moyen de cette transformation ^ l'expression de Y devient 
d'abord 

Soit encore 

les intégrales commençant avec r^, b et a désignant leurs valeurs re<- 
latives à / = oo , O V et O V étant des fonctions qui s'évanouissent 
pour toute valeur de r^ plus grande que le rayon d'activité molécu- 
laire ; nous aurons 

et ensaite 

r~'^'vdv = a — •"(/ — s). 
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Il en résultera donc 



ou , ce qui esl la même chose , 

V= 2'rf*(J'^s9'sds + P<b"sds — ai) , 

en mettanl l — s et — ds, au Heu de s et ds. En intégrant par partie, 
et observant que 

il vient 



r <b"sds = /«"/ + r s9'sds. 

J O J O 



Si Ton suppose / plus ^and que le rayon d'activité moléculaire , il 
faudra supprimer le terme compris hors du signe y, et la valeur pré- 
cédente de V se réduira à 

V = ^TT/* (2 1 s<l>^sds — ai\. 
JMntègre encore deux fois de suite par partie , et , à cause de 

^=z — s<l>s, -^ = — <ps, «7 = 0, «/ = o, 

on trouve 

2f's<t'sdsz:^y^s*(psds:='^fy(f>rdr, ' 

en employant la lettre r an lieu de s sous le signe /, et étendant 
'intégrale jusqu'à r s= 00 , ce qui est permis, puisque ^r est insensible 
à la limite r = / et au-delà. On trouvera de même 



on aura donc 

V = - 'TTf • / r^(prdr — -^ /•// " r^tprdr; 
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expression qai est la même chose que 

V=2H — at, 

en vertu des formules (i) et (2). , 

(10). Je substitue cette valeur de V et celle de U dans Téquation 
U -t- V = o ; en observant {)ue K =: K, ^ elle se réduit à H = d : 
ce coefficient H serait donc nul , ou de l'ordre des quantités tout^- 
^il insensibles qu'on a négligées dans les calculs précédens; ce qu'il 
s'agissait de démontrer. C'est aussi ce que j'avais déjà prouvé d'une ma- 
nière différente dans le Mémoire cité au commencement de cet ouvrage, 
où j'exprimais les actions des différentes parties du liquide par des 
sommes Z non réduites à des intégrales. Il s'ensuivrait que la surface 
d'un liquide contenu dans un tube capillaire resterait horizontale, et 
que le liquidîe ne s'élèverait ni ne s'abaisserait au-dessus ou au- 
dessous de son niveau extérieur; mais ce résultat tient à ce que 
nous n'avons pas eu égard à la dilatation du liquide qui a lieu près 
de sa surface ; et quoique la loi de sa densité dans l'épaisseur de la 
couche superficielle dépende de celle de l'action moléculaire , et ne 
puisse pas être déterminée , nous ferons voir néanmoins ^ dans la suite 
de cet ouvrage , que d'après cette variation rapide de densité , l'action 
du liquide sur le filet 00; ne diffère pas sensiblement, soit qu'on le 
suppose cylindrique ou qu'il ne le soit pas. Uéquation d'équilibre de 
00, est identiquement la même dans les deux cas, et ne peut plus 
servir qu'à déterminer la valeur de K,. 

U n'est pas inutile de remarquer que la valeur de Y dont nous avons 
fait usage, se déduit de celle de U que l'on obtient, comme on l'a vu , 
beaucoup plus simplement. En effet , puisqu'on ne tient pas compte de 
la variation de densité du liquide, ces valeurs sont les mêmes que si 
00| était pris dans son intérieur, et que le liquide s'étendit indéfiniment 
au-delà de la surface AOB. Dans cette hypothèse, désignons par F Fac- 
tion du liquide terminé par le plan tangent COD sur le filet normal et 
extérieur 00, , par F, l'action exercée en sens contraire sur ce filet par 
le liquide , également indéfini , que termine le plan C,0,D| , et par 
Ykcâ, comme précédemment, l'action du liquide compris entre* ces 
deux plans, sur ce même filet 00g et dans le même sens que F,. Fai« 
sons abstraction de la pesanteur, ou, autrement dit, supposons 00. 
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horizonlal ; pour Tëquilibre de cette partie intérieure du liquide , il 

faudra qu'on ait 

F. -+- VA» = F. 



D'après ce qu'on a, vu précédemment (n® 8), et à cause de K, =K, la 
valeur complète de' F, sera 

• ' * F, = Kûi+(/K — H)fcw. 

Si Ton appelle âi, la section de OOr qui repond au point 0^^ ih^ 
évident que la valeur de P se déduira de celle de F,, en y mettant 
Al, et — A: au lieii de û^ et A: ^ en sorte que Toii aura 

. F =K(»,— (ZK— H)A:a;,. 
Je substitue ces deux valeurs dans Téquation précédente; il en résulte 

VAû» = (H — M) A (a, 4- ») + K («. — «5 ; 

et, à c&use de «« =^ «*(i + Ik), on aura 

V = aH — ZK , 

en ni'gligeant Z'K et ZH; quantités qui dépendent, d'après les for- 
mules (i) et '(2), d'un même nombre de facteurs de grandeur insen- 
sible. Ce résultat servirait^ au besoin, à c^nlirmer Fanalyse du nu- 
méro pré<!édent, qui nous a conduit à la même valeur de V. ' 

(lit. Non-seulement il faut avoir égard à la variation rapide de 
densité des liquides près de leurs surfaces, pour expliquer les phé-- 
nomènes capillaires, sans laquelle ils n'auraient pas lieu, mais, quel- 
que peu compressible que Ion suppose un liquide, il faudra encore 
tenir compte, dans le calcul des pressions intérieures,. des très pe- 
tites condensations qu'il éprouve en vertu de son poifis et de la 
pression extérieure, et aussi des variations de chaleur dont ces con- 
densations sont accompagnées, à température égale. 

Soit, en effet, M un point situé dans l'intérieur d'un liquide pe- 
sant. Far ce point, menons un plan qui divise le liquide en deux 
parties, que nous appellerons A et fi ; élevons jdans B un cylindre 
C perpendiculaire à ce plan., dont la base comprenne le point M et 
soit représentée par co ; prenons les . diniensions de ea, non pas in- 
iimcpcnt petites,- mais seuleoient très, petites par rapport au rayon 
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d'actiVité des molécules : si nous appelons top faction exercée par A 
sur C suivant la direction de ce cylindre , le coefficient p sera la pres- 
sion normale de A sur B, rapportée à l'unité de surface et relative 
au point *M> ou ce jqu'on appelle ordinairement la pression inté- 
rieure j laquelle est la même en tous, sens autour de chaque point 
d'un fluide quelconque en équilibre. 

Supposons que le plan mené par M soit horizontal ^ et que le 
cylindre .vertical. C s'élève jusqu'à la surface libre du liquide, qui 
sera aussi plane et horizontale. Soit P le poids de C, et tlca la 
pression extérieure qui a lieu à son extrémité. Pour l'équilibre de 
C, il faud(*a qu'on ait 

^ y pe» ssi ¥ + ïlco; 

et si le liquide est homogène , et qtie l'on désigne par f sa densité, par g 
la gravité, jpfar z la hautetir de C^ en sorte qu'on âît TzzzfgZù) , il en 
résultera* 

p = fgz + n; 

ce qui montre que p variera avec la profondeur z de M ^ la gran- 
deur de n. Or, dans un liquide homogène, la force provenant des 
actions moléculaires que p représente ne peut varier qu'à raison de 
la condensation du liquide et de la quantité de chaleur de ses mo- 
lécules; quoique ces deux élémens soient très peu diflerens dans 
toute la hauteur du liquide et pour des valeurs très inégales de FI, 
si la température est supposée constante (^), il faudra donc néan- 
moins avoir égard à leurs variations dans le calcul de p. 

(12). Pour mieux connaître la nature de cette quantité z^, soit ^ le 



(^ La température d'un corps est FefiTet de la quantité de chaleur qu'il oomnin- 
nique ou qu'il enlève k un autre corps, appelé ihermamhrt, jusqu'à ce que celui- 
ci ail cessé de se dilater 4u de Se ecmtracter* Po«r i|n même thermomètre et pour 
deux parties difiérentes d'un corps homogène, oette quantité de chaleur dépendra 
de la chaleur propre de chacune des molécolies et du nombre de celles qui seront 
contenues sons un rolnme donné. 4 température ég»le, la chaleur propre des 
molécules Tasiera donc avec ce nombre on avec le de^ de condensation d'un corps 
homogène , et ne sera pas exactemement la même , par exemple, dans tonte la hau- 
teur d'un liquide soumis k la pesanteur* 

4.. 
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volume d'une portion du liquide comprenant le point M ^ et dont les 
dimensions soient insensibles^ mais qui renferme néanmoins un nombre 
immense de molécules. En représentant ce nombre par n , et faisant 

y — ê , 

é sera ce que j'ai appelé, dans différens Mémoires, Tintervalle moyen 
des molécules autour du point M. Le produit poù exprimant la 
somme des actions de toutes les molécules de Â sur totftes* celles 
de C, décomposées suivant la longueur de ce cylindre, il est évident 
que, toutes choses d'ailleurs égales, la valeur de p variera avec €. Si 
i était infiniment petit , la somme dont il s'agit s'obtiendrait par des 
intégrations, et la valeur de p serait donnée par une intégrale qua- 
druple, facilement réductible à une intégrale simple. Mais < ayant 
une valeur finie et déterminée, cette intégrale ne représentera qu'une 
partie de la valeur de /?, et il y faudra ajouter une autre partie dé- 
pendante de la grandeur de £ , pour avoir la valeur complète de p. 
Désignons par v et A l'intégrale et la correction qu'on y doit faire , 
eiijsorte qu'on ait exactement 

p = <9* + A. 



Quoique € soit extrêmement petit et tout-à-fait insensible , même à 
l'égard du rayon d'activité des molécules, cependant je dis qu'on 
ne. pourra pas négliger A par rapport à 49* , et que le premier terme 
de la valeur de p ne suffirait pas pour satisfaire aux conditions du 
numéro précédent. 

En effet , soit r la distance d'un point m' de A à un point m de C. 
Désignons par €k et dsf les élémens de volume qui répondent à ces 
deux points , et par Jrdvdv' l'action mutuelle des quantités de ma- 
tière et de chaleur contenues dans ces deux élémens ; en sorte que 
fr soit la mesure de l'action moléculaire à la distance r et rappor- 
tée aux unités de volume. Nous regarderons cette force comme po- 
sitive ou comme négative, selon quelle sera répulsive ou attrac- 
tive. En désignant par j et / les pei^ndiculaires abaissées de m 
et m* sur le plan qui termine A, la force frdvdif^ appliquée au point 
m de C, perpendiculaire à ce plan' et dirigée du dedans au dehors 
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de A, ou tendante à augmenter ^, aura pour expression 

On en déduira la valeur de nvea par des intégrations étendues à tous 
les élémens ^ de C et dv' de A ; mais vu la petitesse supposée àe 
(», rintégration relative à tous les points d'une section de C per- 
pendiculaire à sa longueur^ se réduira a remplacer dsf par ccds dans 
la différentielle. De plus, celle qui répond à tous les points de A si- 
tués à une même distance u de Taxe de C , consistera à remplacer 
di/ par nTTududs^i et par la nature de la fonction Jr, oa pourra 
ensuite étendre depuis zéro jusqu'à Tinfini , les intégrales r^atives 
à II, j, y; en supprimant le facteur 00, on aura donc 

r%CO pfO ^00 g JL^ / 

vssa'^r/ / / —2- — fr.ududsds'f 

m 

et en même temps 

/- = II* H- (^ 4. s'y. 

Pour l'objet que nous nous proposons maintenant, nous pourrions 
conserver la valeur de <o* sous cette forme ; mais, dans le n^ 2 , nous 
avons réduit une semblable intégrale triple à une intégrale simple , 
de manière qu'on a • 

nsr =5 y r r^frdr. 

Or , si l'on comprime le liquide , et que son volume soit diminué 
dans un rapport de i — J^ à l'unité , le nombre des molécules conte- 
nues dans l'unité de volume augmentera dans le rapport inverse. A 
distance égale , l'attraction de molécule à molécule ne changera pas ; et 
s'il en était de même à l'égard de la répulsion calorifique , la quantité 
Jr augmenterait dans le rapport de l'unité au carré de i — J^. Mais 
l'intensité de la répulsion diminuant à raison de la perte de chaleur 
plus ou moins sensible qui accompagne la condensation du liquide , 
la valeur de ^r croîtra dans un rapport encore moindre que celui 
de l'unité à (i — ^)*; par conséquent, la nouvelle valeur de mr 
sera moindre que la précédente, divisée par (1 — ^y. De là, il ré- 
sulte que si la quantité p se réduisait à son premier terme 9 , il 
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serait impossible qu'elle yariàf dans le rapport de la pression exté- 
rieure près de la surface du liquide , et qu'elle augmentât dans son 
intérieur proportionnellement à là distance du point M à cette sur- 
face; car, pour de très grands accroissemens de pression, eT est une 
fraction extrêmement petite dans les liquides, qu'on appelle, pour 
cette raison , fluides incompressibles. '^ - 

Âinsd, pour remplir les conditions du numéro précédent, la somme 
que p représente ne peut pas être réduite à une intégrale , et il faut 
avoir égard aux deux termes <29* et A de sa valeur complète. Malgré 
la petitesse de € , le second terme peut effectivenient devenir compa- 
rable et même supérieur au premier , lorsque les deux forces attrac- 
tive et répulsive, dont J'r provient, sont Tune et l'autre extrêmement 
grandes par rapport à leur différence. On peut voir sur ce point les 
développemens et les exemples que j'ai donnés dans mon Mémoire 
sur les équatiops générales de l'équilibre et du mouvement des corps 
solides élastiques et des fluides (*). 

(i3). La quantité p est la pression sur un pian ; celle qui a lieu sur 
une surface courbe , suivant une direction perpendiculaire à son plan 
tangent , se composera de deux parties , l'une qui sera'la même que p, 
et l'autre qui dépendra de la courbure de la surface. L'une et l'autre 
seront des sotnmes relatives aux distances des molécules ; et si l'on re* 
présente la première par 2R, R étant une. fonction de la distance r, 

la seconde sera de la forme y 2rR , en désignant par h une ligne dé- 
pendante des rayons de courbure > et ce diviseur linéaire étant com- 
pensé, pour rhomogénéité dés quatltités, par le facteur r contenu sous 
le signe 2. Or., la variable r ne recevant que des valeurs insensi- 
bles, afin que R ne is'évAnbuissé pas, et la coilstante h ayant au 
tontrtiire une |pràndeur d^onnée, le second terme serait, en géné- 
ral; insensible par apport âù premier; et celut*^ n'étant pas 'ex*- 
IrémemeÂt ^nd; les pbénoknènés capillaires qui dépendent du 
terme i^lbtif h la courbure seraté<4t 'àùsHsi iiisensibles. Mais ^tté uou-* 
vellê difficulté n'a plu^ lieu, si, comme on l'a dît tout b l'heure , 
l'action môléculaii^ provient dé deui fortes contraires , dotrt 'cba- 

• t ^ • . • ; 

(*) Jourriàtde Tl^cole Polytechnique, ao* caliier, qui paraîtra incessamment. 
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cuDe est extrêmement grande ^ eu égard à leur difTérence; circon^ 

tance qui peut rendre la quantité t^HR. comparable et même su[)é- 

rieure à ZR. Toutefois, la somme 2ft étant irréductible, d'après 
cette cji*constanqe même, à une intégrale, il n'en £aut pas conclure 
que la iftême chose aura également lieu pour la somme 2rR. On 
se convaincra ^sans peine du contraire par des exemples auxquels on 
appliquera la formule d'Euler, relative à ce genre de réductions, 
et qui montreront que si la première, somme est irréductible par la 
nature de la fonction R, et malgré la petitesse des . différences de r, 
la seconde ne le sera pas en général. 

Pour rendre les calculs plus commodes et plus conformes aux 
usages ordinaires, nous pourrons donc déterminer par des intégrales 
définies les parties des pressions qui répondent aux courbures des 
surfaces y et généralement les sommes relatives à des fonctions qui 
contiendront un facteur de grandeur insensible^ de plus que la fonc- 
tion soumise à la sommation dans le calcul de la pression nori^tiale 
à une surface plane; ce qui ne dispensera pas d'avoir égard àja 
variation rapide de la densité, quand il s'agira de la couche super- 
ficielle du liquide, ainsi qu'on en a fait voir plus haut la nécessité. 
Vu l'extrême petitesse de l'intervalle qu'on a désigné par e, et qu'on 
regarde comme insensible ii l'égard inême du rajon d'activité des 
molécules, la décomposition du volume en élémens infiniment petits 
et le changement des sommes en intégrales, d'après la formule citée 
d'Euler, ne pourront donner lieu à aucune erreur sensible. Quant à 
la somme d'où dépend la pression sur un plan ., et qui fait exception à 
la règle générale, cW-à-dire qui n'est pas rédpctible à une intégrale, 
il nous suffira d'avoir expliqué comment ellfi peut varier, suivant un 
rapport quelconque, pour des variations très petites dans les inter- 
valles moléculaires ^ provenant du degré de condensation du liquide. 
Nous n'aurons pas besoin d'en calculer à priori la valeur; elle dé- 
pendra de la pression extérieure, de la pesapteur et des autres forces 
données qui agissent sur le liquide; et son expression en fonction des 
coordonnées d'uti point quelconque, se déduira, comme de coutume, 
des équations de l'Hydrostatique. 

(i4)^ Jusqu'ici noua ne 90us< sommes point occupés de l'action du 
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tube sur le liquide dans lequel il est plongé. En calculant la partie de 
cette force qui est employée à soutenir le liquidé au-dé^s de son 
niveau ^ Laplace n*a point égard à Tétat de compression de la couche 
sur laquelle elle s'exerce. Nous allons d'abord rappeler lequation 
entre le poids du liquide soulevé et les actions du tube et du li- 
quide extérieur y qu'il obtient en regardant sa densité comme cons- 
tante ; puis nous montrerons la nécessitéMe tenir compte de la va- 
riation rapide qu'elle éprouve près des parois du tube^ aussi bien 
qu'à la surface libre du liquide. 

Supposons que la surface intérieure du tube soit cy^iiidrique et 
verticale y et que son extrémité inférieure ait une forme quelconque. 
La figure 5 représente une section verticale du tube et du liquide ; 
la droite DE et les courbes EF et AOB sont la génératrice de la 
surface cylindrique et les sections de la surface inférieure du tube 
et de la surface libre du liquide. Dans ce plan vertical^ %t à une 
distance insensible de DE^ soit OCK ïaxe d'un filet fluide Vertical 
d'une épaisseur infiniment petite et constante , et WCTif celui d'un 
semblable filet , dont la partie B'C appartient au tujbe , et la partie 
en* au liquide, en sorte que C est 1^ point où cette droite rencontre 
la surface inférieure du tube. A une distance sensible au-dessous de 
cette surface y menons un pl^n horiiSontal GH qui coupe le^ deux 
filets en K et K^, et le prolongement de DE au point L. Par les points 
et C, menons deux plans parallèles à GH. Soient 0' et C leurs 
points de rencontre avec le second et avec le premier filet. Suppo- 
sons que O^D' et O'C aient des longueurs sensibles, ou, auti'emeut 
dit, supposons que les extrémités du tube soient sensiblement au- 
dessus ou au-dessous de la surface AOB du liquide contenu dans son 
intérieur. 

Dans l'hypothèse d'une densité constante et de l'homogénéité du 
liquide , et la matière du tube étant aussi homogène , les actions 
verticales de O'C sur OC et de C'K' sur CK seront nulles ; car il n'y 
aurait aucune raison pour qu'elles fussent dirigées plutôt de bas en 
haut que de haut en bas. Les longueurs de D'O' et CK étant sensi- 
bles, il est aussi évident que l'action de D'O' sur OK est la même que 
celle de D'C sur CK. Ainsi l'action verticale du filet entier D'K' sur le 
filet OK se Composera de celle de GK' £ur GO et de deux fois f:elle de 
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DX' sur CK ; et la même chose aura lieu pour tou6 les autres 
filets verticaux dans lescjUels on pourra décomposer le tube et le 
Jiquide. * 

Cela pose, appelons A le liquide céntetiu dans uti cylindre yer«- 
tical qui.asa*base sur le plan GH et dont la génératrice est la droite 
DL tangente à Ja ^rpi du tube , et B le liquide situé autour de ce 
cylindre et aui-dessous de CH. Il suit de ce qui précède que les actions 
verticales du tube et de B sur A seront indépendantes de la surface 
inférieure du tube, dont la section Verticale est repr^ntée par EC¥, 
en sorte qu'on pourra remplacer cette surface par un plan horizontal. 
Si Ton daigne alors par R l'action de B sur la partie de A située 
au-»dessus de ce plan, et. par R' l'action du tube sur la partie de A 
située au-dessous de ce même plan, et si Ton suppose que la première 
force s'exerce dans le sens de la pesanteur , et la seconde dans le sens 
contraire, l'action totale du tube et de B pour soulever A aura pour 
valçur aR'— R, d'après be qu'on vient de démontrer. Désignons , 
en outre, par a l'aire de la base de A, et par a la distance du plan 
*(E|B de cette base , au niveau du liquide en dehors du tube ; le poids 
du liquida compris entre ces . deux plans horizontaux sera égal à 
fgeui ; la pression exercée en sens contraire sm* a , ou l'action du 
liquide situé au-dessous de GSi sur A^ sera équivalente à Ila-f- gfcui , 
en rei^résentant toujours par. Il la pression atmoaph^que rapportée 
à l'unité de surSaice. De plus , cette dernière pression s'exercera 
aussi normalement et de dehors en dedans, en tous les points de 
la surface supérieure de A ; et la somme de ses composantes ver- 
ticales sera , comme on sait , égale à Tla , quelle que soit cette sur- 
&ce. Soit enfin gfaa-^A le poids de A; Â étant une quantité 
inconnue, positive ou tiégative, qui exprimera le poids du liquide 
soulevé ou abaissé par l'action capillaire : en ayant égard à toutes 
ces forces verticales , et supprimant celles qui sont ^ales et con- 
traires, il fiiiudra quou ait 

aR'-R = A, (7) 

pour l'équilibre de A* ^ . • 

(i5). Il restera maintenant à former les expressions de R et K\ Or, 
soit c&^ un élément infiniment petit du oontour de a ; par les deux extré- 

5 
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mites de ds i menons des plans perpefidicohires à sa direction qui se 
couperont suivant une verticale passant par le centre de coarbure de 
ce contour ; partageons le segment de A compris entre ces* deux plans, 
en filets infiniment minces par des plans verticaux parallèles k ds j 
et soit u la dislance de Tua de ces filets au plan vertical passant 
par ds.> On pourra eaprimer sa base par (i -^ku)dsdu, en suppo^ 
saut ce filet comfuna dans la sphère d'activité de B , négligeant les 
puissances de u supérieures à la première , et désignant par k un 
coefficieiiit o(ui»stani qui dépendra de la courbure du contour de a ^ au 
point qui répond à ds. La. base d*un filet extérieur ^ appartenant à B , 
qui irépondïa à un autre élément ^ de ce contour, sera en même 
temps ( X + kii^ds^dvl ; 1/ étant la distance insensible de ce second 
filet à la surface de A , et A:^ ce que devient k au point correspondant 
à ds\ De là, on conclura sans difficulté 

^^ fWfPf^ ^"T^ (i ~ *«) (» + *'«0 dutidudUdsds' , 

en faisant 

r* =:x» +(w+ «/)• + (z + z')*, 

désignant par <pr la même fonction que précédemment (n* 2 ) , 
par X la projection de l'arc compris entre ds et dsf sur le prolonge- 
ment de ds ^ et^par is et li les perpendiculaires abaissées dNin point 
de A et d'un point de B sur le plan GH , de manière que r soit la 
^ distance d'un point à l'autre. Au degré d'approximation où l'on s'est 
arrêté dans tout ce qui précède, on devra réduire à l'unité les fac- 
teurs I — ^ Au et 1 + kvl. On pourra aussi , sans erreur sensible , 
prendre dJ = dx. On pourra ensuite étendre depuis zéro jusqu'à 
l'infini, les intégrales relatives à 1^, 1/, ;s , z^ et l'intégrale rela- 
tive à X , depuis a? = -— 00 jusqu'à jr =s 4~ 00 , ou seulement depuis 
X 'szLO jusqu'à jr ==: ao , en doublant le résultat. En feisant 

^fJW<Pr ^' dzdz'dudu'dx = q , 
etf>renant les cinq intégrales depuis zéro jusqu'à l'infini , Qn aura donc 
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Cette dernière intégrale devra s'étendre à tous les points du coatoor' 
de a; et comme q ne variera pas d'uti poijqtt h Qn autrç, il s'ensuit 
que isi l'on appelle c la longueur entière de ce contour ^ ou aura 
simplement 

Si l'on désigne par ^V l'attnBfction mutuelle de la matière du tube 
et de celle du liquide p relative à la distance r et rapportée aux i|nit& 
de masse , ou par ff'^'r, cette attraction rapportée aux unités de 
volume, / et f étant les densités des deux matières, et si l'on 
représente par ^ ^ ^^ ^ devient , quand bn y met pp'^'r au lieu 
de p*^r, on trouvera de même 

K' = cf( î 

au moyen de quoi l'équation (7) deviendra 

(16). Lintégrale quintuple que q représente se^réduit Paiement à 
une intégrale simple. En j mettant d*al>ord zx ^ )Sx^ ux^ t/x, 
xdz , xdzf, xdu , xdi/p au lieu de z, zf, u, 1/, et de leurs preriûèreft 
différentielles , les limites zéro et llnfini ne seront pas changées ; et 
si l'on observe ensuite qu'on aura 

r ^ ' dr 

or = 



l/i-htu+n'r-Ks-^^' KI+(a + I<^^.(s + 0•• ^ 

il en résultera 

en fiûsaut, pofur abn^er, 



L'intégratkm relative è l'une dé ces quatre vmables , à âf ptt eteÊÊipie, 
sMisdue imiiMdiateiiietit} et k «anse des Umitsa /a^o tt if^àty , 
on a 

s.. 



• 



• 
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Je fiûs. .. •• -v . >• 

ce qui donne . ^ 

et comme oette^intëgrale relative à^ est égale à ^ tr/ on en conclut 



"" iSjo Jo [i+ (il + «')*]?' 

ou^ ce qui est la même chose ^ 
ou bien , enfin ^ 



En comparant cette valeur de gf à la formule (3), on voit que 
jss^H. La même réduction s'appliquera à l'expression de q' ; et 
de cette manière, Féquation (8) coïncidera avec celle qui est désignée 
par {p) dans la Mécanique céleste (^). . 

(i 7). Pour faire voir maintenant l'inexactitude du coefficient de c dans 
cette équation ^ et la nécessité d'i^yoir égard à la variation de densité 
du liquidé près de la paroi du tube, menons un plan horizontal GH 
(fig. 6) , à une distance sensible au-dessous de la surface ÂOB du liquide 
et au-dessus de Textrémité £F du tube, qui coupe en L la génératrice 
DE de sa paroi cylindrique. Supposons le point situé à une distance 
insensible de cette paroi^ plus grande cependant que le rayon d'activité 
des points du tube sur ceux du liquide. Par le point 0^ menons une 
verticale OKC qui rencontre au point K le plan GH , et que nous 
prendrons pour la g|énératrice d'une surface cylindrique parallèle à 
la paroi du tube, ou dont tous les points seront à une même dis- 
tance KL de cette pann. Cette surface cylindrique et lé plan GH 



(*) Supplément à la Théorie de F Action capillaire, page 17. 
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partageront le liquide contenu dans le tube en quatre parties. Nous 
appellerons C etC les parties comprises entre cette surface et la paroi, 
la première au-dessus ^t la seconde au-dessous du plan GH, c'est- 
à-dire, les parties qui répondent à OEXiA et à CKLE, et nous désj-- 
gnerons par. D et D' les deuic autres parties qui répondent respec- 
tivement à BOKH et CRH« Soient Q, Q! , P , les actions verticales 
et dirigées dans le sens de la pesanteur , exerôées par D, D^, C, sur C. 
Comme on peut négliger, par rapport à ces forces, le poids de C et 
la pression atmosphérique qui a lieu à son ektrânité supérieure, 
à cause aue Tépaisseur KL de cette . couche liquide est insensible ^ 
et que d ailleurs Faction verticale du tube sur chacun des points 
de C est évidemment nulle , il s'ensuit cpi'ùn aura pour Mn équilibre 
l'équation 

Q + Q' + P = o. (9) 

Je déterminerai la force Q par la considération de Féqiylibre de D. 
Soit b la base de D ; supposons son plan à une distance C, au-dessous 
du niveau extérieur : la pression qui a lieu sur cette base en sens 
contraire de la pesanteur , et qui provient des actions réunies de C 
et D' , sera équivalente à n6 -)- gpb€ ; la pression qui s'exercera 
sur la surface supérieure de D , décomposée dans le sens de la pesan- 
teur, sera égale à 116; le poids de D aura pour valeur gfbC-^A; 
et l'on pourra regarder cette inconnue A comme étant la même que 
dans le n"* i^, puisque la difierence serait le poids d'une couche 
liquide d'une épaisseur insensible. La réaction étant égale et contraire 
à l'action, il âiudra représenter par — Q l'action verticale et dirigée 
dans le sens de la pesanteur, exercée par C sur. D. En oonsidéraot ces 
différentes forces verticales , . supprimant celles qui se détruisent , et 
observant que, par hypothèse, l'action du tube ne s'étend pas 
jusqu'à B, nous aurons 

pour Téquilîbre de cette partie du liquide. 

La force Q' ne différera pas sensiblement de la force R du n* 14 ; 
car elles seraient entre elles daos le rapport du contour c de la base a 
à celm de la base 6 , que Ton peut prendre l'on pour Taiitre. Ainsi 
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l'on aura 

Qaant à la force V, son expression différera dé oéÙé de R en 
intégrale qaintaple, par le signe de t/, et par les limites rdatives à 
u et u' , c'est-à-dire que l'on aura 

r*= x* H- ( M — a' )• -H ( a -I- z' )•; 

les intégrales relatÎTes à x, Sy z% étant toujOttYS séro et Ttiifim; oiaiB 
celles qui répondent k u et n^ ne s'étendant qne depuis ipéro jnsqa'à /, 
en désignant par / la knigueur de KL. 

Soit 9r une fonction qui devienne insensible pour toute valeur sen* 
sible de r; faisons 



nous aurons 






r^ étant ce que devient r à la limite 2^2=2 o. En iiiU^rant par par-^ 
tîe , on aura 

r, étant la valeur de / relative à ^^ == /. A cause du EaiCteur /, on peut 
supprimer le terme compris en-dehors du signe f\ on aura donc 

et par conséquent, 

r'» sfc a:* -f- z' H- (« — lO'. 

Soit encore 

^rssj^cosi', ^ss^-sinp. 

Si Ton êttbatitiae ces variables /* et i^ à ;r et z^ il faudra prendre 
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les limites qui répondent à or 3=0 et zsso^j^as 00 et t = co , seront 
^=0 et 1^=0, jr^sa^ €t i^=-^; en effectuant l'intégration 
relative à sfj il en résultera donc 

Or I cette intégrale tripla est la même que celle qui entre dans l'ex** 
pression de Y du n® 8 ; par l'analjse du n® 9, oii en conclura donc 

en négKgeant toujours le terme qui aurait lë facteur /, et ayant égard 
à la yaleur de q du n* 16. 

Ces valeurs de Q, Q'/P, réduisent Féquation (g) k 

Or, pour que «c^tte valeur de A s'accord&t avec ceHe qui est donn^ 
par Féquation (8), U faudrait qu'on eût 9'== 9; ce qui exigerait que la 
matière du tube fût la même que celle du liquide. Dans ce cas, en 
effet , le liquide n'éprouverait aucune compression près du tube , et 
les calculs précédens , fondés sur l'bypotbèse d'une densité .cons- 
tante, seraient applicables; mais, dans tout autre cas, il sera indis* 
pensable dWoir égard à la variation rapide de densité du liquide 
dans rétendue de la spbère d'activité du tube, puisqu'on en faisant 
abstraction , on est conduit à deux valeurs 4fi à, qui me sauraient 
être égales entre elles. 

On peut remarquer que si Féquation Hssscq avait réellement lieu, 
le poids soulevé ou abaissé par L'action capillaire ne dépendrait aucu-* 
nement de la nouitière du tube. En ayant égard à la répulsion calorifique, 
aussi bien qu'à l'attraction des molécules du liquide , et supposant , es 
conséquence, que la fonction fr peut changer désigne dans Fétendue 
de ses valeurs sensibles, Fintégrale que q représente pourrait être po- 
attive tn négative. Le poids à serait de 'même signe que q ou que 
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H^ à cause de qz=z -H, c'est-à-dire qu'il y aurait élévation du li- 
quide quand la quantité H serait positive, et abaissement quand elle 
serait négative. L'ordonnée h du centre de la surface, capillaire qui 
est déterminée par l'équation (5) devrait donc être de même signe 
que H ; par conséquent , pour satisfaire à cette équation , il y fau- 
drait prendre le terme ambigu avec sou signe supérieur ; d'où il 
résulterait que la surfisice capillaire serait toujours concave par en- 
haut, soit que le liquide s'élevât ou qu'il s'abaissât; ce qui est con- 
traire à l'observation. Mais toutes ces contradictions disparaissent 
lorsqu'on tient compte de la variation de densité du liquide dans 
l'épaisseur de C et C; ce qui rend la force P implicitement dépen- 
dante de la matière du tube, et change aussi les valeurs des forces 
R et R'. 

( 1 8). Au lieu de déterminer la force Q d'après la condition d'é- 
quilibre de D, on peut en obtenir la valeur par des intégrations 
directes, en continuant de négliger la variation de densité du li- 
quide près de sa surface supérieure. L'expression de Q eu intégrale 
sextuple ne différera alors de celle de R du n^ i5 que par le signe 
de z et par les limites relatives à z et z', de sorte qu'on aura 

en conservant toutes les notations dû numéro cité , et intégrant par 
rapport à s et z', depuis le plan GH jusqu'à la surface du liquide , 
ou bien, avec une approximation suffisante, jusqu'à son plan tan- 
gent. Si l'on suppose que le plan de la figure, qui est déjà vertical, 
soit en outre perpendiculaire à la paroi cylindrique du tube , il est 
évident que le plan tangent en sera perpendiculaire à ^e plan ; 
car il n'y aurait aucune raison pour qu'il s'inclinât plut&t d'un côté 
que de l'autre. Gela étant , les valeurs de z et z', qui répondent aux 
secondes limites des int^rales, seront indépendantes de x^, et de la 
forme 

en désignant par jr Fordciuiée OK do point 0^ et par 8 la tangente 
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de rindinaison da plan tangent en sur le plan horisontid passant 
par le même point. On prendra pour celte inclinaison langle K'ÔN 
compris entre le prolongement OK' de OK et la normale extérieure 
ON; angle que Ton regardera comme positif ou comme n^atif , se- 
lon que ON tombera en-debors ou en-dedans des deux parallèles K^ 
et DL. n s'ensuit que si Ton désigne par cê l'angle NOM que fait la 
normale ON avec la perpendiculaire 0M abaissée du point sur la 
droite DE, et qui sera obtus ou aigu, selon que la courbe AOB tour- 
nera au point , sa concavité ou sa convexité par en haut , on aura 

, 9 =5 — cot €^. 

En appelant Z l'intégrale double relative à z ei z\ nous aurons 
donc 

Z= r-^'T-^^^rl^dzdz'. 



/•y -f- Su pY — •» 



Soit <br la même fonction que dans le n® 9 ^ de sorte qu*on ait 

il en résultera 

en supposant 

r'* = X* + (11 + «')• + ( j — 8// — zy, 
r/ = Jcr* + (w + ufy H- s^, * 

et observant qu'on peut remplacer la limite 2 =37 -f- fin par. l'infini 
dans la seconde intégrale. Si nous faisons, dans la première» a 

les limites relatives k ^ seront j — Oi/ et — fi{tf -f* i/). . On rempla- 
cera la première limite par Ç =3 00 , i cause que jr — 6tf ' a une valeur 
sensible pour toutes les valeurs insensibles de uf, lesquelles sont les 
seules qui ne rendent pisis r^ sensible ; on aura donc 

/•= a- H- (a + */)• + Ç», 

6 
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en employant la lettre Ç au lieu de z, dans la geconde intégrale , ce 
qui change r,. en r', et réduisant ensuite les deux intégrales à une 
seule ; et si Ton met — {u ^i^) ^ et *-^ (« -f» i«') i^ à la place de Ç et 
d^, <m ea conclura 

Il sera permis maintenant d'étendre les intégrales relatives à u 
etk i/ depuis zéro jusqu'à l'infini ; celle qui répond à x aura pour 
limites =b oo , ou seulement j!rs=oet;r=oo^en doublant le résultat. 
Nous aurons donc 

Soit encore , comme dans le n"" 9, 

il en résultera 
et par conséquent 

r'- = x- + ii*(i4-Ç-), 

à cause que i^ f^ s'évanouit à la limite i^= 00 . Si donc nous met- 
tons xu et xdu au lieu de u et d^ , et si nous employons r au lieu 
de r^ , nous aurons 

Cette dernière équation donne 

M rdr 

«axa 



d'où l'on conclut 
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fffldudr^dx = . f^r^rdrj;^^ (T+Ç^ 



(H-Ç')[i + «•(•+«')]' 
c'est-à-dire , 

en effectuant Tintégration relative à ^^, et ensuite celle qui répond à ^. 
D'après cette réduction de Fintégrale relative hi Zy z'^ u, i/, x, et 
en mettant pour 8 sa valeur — cot m , Texpression de Q deviendra 

Q = — ^f • / r<b'rdr ./cos ads. 

En intégrant par partie , il vient 

d'où Ton conclut (n"" 16) 

Q = — qfcMùùds. (10) 

Cette intégrale relative à ds devra s'étendre au contour entier de 
la base de D. Or , je dis qu'il y 6ftudra considérer cos m comme 
une quantité constante. En effet, si l'on mené par les extrémités 
de ds deux plans perpendiculaires k cet élément , «— 9 cos tcds sera 
la partie de Q qui agira sur le segment de C compris entre x» deux 
plans; l'action verticale du surplus de C sur œ segment se compo- 
sera de forces qui se détruiront deux à deux ; on pourra négliger le 
poids de ce segment par rapport il la force -— 9 00s Aifib, qui devra alors 
faire équilibre aux parties des forces Q" et P qui agissent sur ce 
même segment , lesquelles forces ne Tarient pas en passant du point K 
à un antre poiot du contour de D ; il fandra donc que cos €0 ne varie 
pas non {dus ; et cela tient k ce que les quantités dépendantes de 
la courbure du tube , qui changent d'un point li un autre qvand lu 
base n'est pas circulaire, disparaissent de l'expression des forces que 
nous considérons, ainsi qu'on l'a vu dans le n^ iS, à T^ard d'une 
autre force R de la même nature. En appelant donc c le contour 
entier de la base de D , nous aurons enfin 

Q = — CqCMiâ, 

pour la vakur de ^ qu'il s'agissait de calculer. 

6.. 
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(ig). Cette forée étant égale à A d'après le n* 17, il faudra qu'on ait 

A SS5 — eq cos ûp. 

Ea vertu de réquation (8) > dans laquelle c est sensiblement le même 
que dans celle-ci, on aura donc aussi 

. q — !X(^ ^^q cos ($. (i i) 

Laplace est parvenu à cette équation par la comparaison de deux 
méthodes différentes ; ce qui laissait à désirer un moyen plus direct 
de l'obtenir; mais il ne faut pas oublier que le premier membre est 
en erreur , parce qu'on a négligé la compression du liquide près du 
tube j et le coefficient de cos o) dans le second , parce qi;'on Qa pas 
. tenu compte de la variation de la densité près de la surface libre. 
En s'arrétant à la formule (lo), cette expression de Qet Téquation 
Q = A du n"" 17, auront encore lieu, lors même q\ie la partie D du 
liquide sera terminée par une sur&ce cylindrique quelconque qui ne 
sera ni parallèle à la paroi du tube,, ni à une distance insensible 
de celte paroi, pourvu qu'elle soit verticale. Quand la valeur de cos a» 
sera donnée en fonction de ^, d'après la courbe d'intersection de cette 
surface et de celle qui termine le liquide, l'équation (10) fera con- 
naître la valeur de Q , ou du poids A du liquide soulevé ou abaissé par 
l'action capillaire et contenu dans D. Or , si la paroi cylindrique du 
tube est à base circulaire , il est évident que la surface supérieure 
du liquide sera une surface de révolution qui aura pour axe celui 
de la paroi. Si de plus D est terminé par une surface cylindrique 
ayant le même axe et dont nous représenterons le rajon par x , 
l'intersection de ces deux surfaces sera un cercle , et cos où ne variera 
pas d'un point à an autre de cette courbe ; sa longueur étant vjrx , 
on aura donc 

^ A = — a^rjc^fcosû) , (12) 

en vertu de la formule (10). 

Comme cette équation aura lieu pour un point quelconque de 
la courbe ÂOB, dont la 4listance à l'axe de révolution est x , on en 
pourra déduire l'équation de cette courbe , ou de la surface dii li- 
quide do^t elle est la génératrice; et l'on y parvient, en effet, en la 
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■ 

diffërentiant par. rapport à a:. On a ëyidemment 

dL = 2!7rfgzxdx , 

eo appelant z Tordonnëe du point , rapportée au niveau da liquide 
en-dehors du tube. La différentielle do) est l'angle de contingence 
de la courbe AOB au point ; si l'on appelle X son rayon de courbure 
au même points on aura dope 






on aura • en outre , 



sin dû \/da^ -f- dz^ zzzdjc} 
et en diffërentiant l'équation (12) et divisant par yjrxdx^ il en résultera 



(I C08#\ 



Soit A' le second rajron de courbure principal de la surface de révolu- 
tion au point ; sa valeur sera 






X 

— • 



009 m 

on aura donc 

ce qui s'accorde avec l'équation (4) , à cause de 9 = - H ^ et peut 

servir de vérification à f analyse du numéro précédent. 

(20). Nous terminerons ce chapitre, en faisant remarquer que la 
compression de la couche liquide en contact avi^ le tube met aussi 
en défaut la proposition de Clairaut, suivant laquelle le liquide reste 
horizontal dans un tube vertical, lorsqu'à distance égale, l'action de 
la matière du tube sur celle du liquide est double de l'action du 
liquide sur lui-même. 

En effet , supposons , pour un moment , que la surface supérieure 
du liquide soit horizontale; représentons-la parCAF (fig. 7), et par 
DÂE celle du tube qui lui est perpendicnlaire ; soit Âf un point 
de la première surface , situé à une distance insensible MA de la 
seconde ; prenons MB s=s MA , et tirons les verticales MM^ et BB^ 
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Dans le cas de rincompressibilitë du liquide , les actions faorisontales 
et contraires I exercées sur le point M^ par les parties de ce liquide 
qui lépondent à EAMM' et MOVIBB' , seront égales et se détruiront 
par 'Conséquent. LeB actions koriwoatales des parties du tube qui ré^ 
pondent à CAD et CAE sur le point M sont égales entre elles ; et , 
par hypothisTi chacune de ces forces est «gale à la moitié de Faction 
horizontale exercée sur ce même point par la partie du liquide qui 
répond à B'BF. Cette dernière force sera donc aussi détruite par les 
actions réunies des deux parties du tube ; donc toutes les forces hori- 
zontales qui agissent à chaque point M de la surface dti liquide, se dé- 
truisant réciproquement , rhoriaontalite subsistera dans Tétat d'équi- 
libre. Mais il est évident qu'il n'en sera plus de même, si Ton a égard à 
la compression du Kquide près de la paroi du tube ; car alors les actions 
contraires des deux parties EAMM' et M'MBB' ne seront plus égales 
entre elles; ce qui suflfit pour que la démonstration pi'écédente n'dt 
pas lieu. On voit d'ailleurs que l'action exercée sur un point donné , 
par une partie infiniment petite du liquide , variant avec le degré 
de compression, elle ne peut pas conserver un rapport constant, à 
égalité de distance et de volume, avec l'action d'une partie du tube 
sur le même point, et que celle-ci ne saurait être moitié de la 
première , ainsi qu'on l'a supposé. 
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CHAPITRE IL 

Équation de la surface capillaire. 

(21). Nous entendons par cette dénominatioa , la surface libre 
d on liquide ea équilibre dans un tube capillaire , ou plus générale* 
ment, la surface de séparation de deux liquides contenus dans ce 
tube. Avant de former Téquation d'une surface de cette nature, oous 
allons d'abord calculer les pressions qui ont lieu dans Tiutérieur de 
chaque liquide et que nous aurons besoin de connaître. 

Soit M un point situé à une distance sensible de la sur&ce d'un 
liquide et des parois qui le contiennent; par ce point ^ faisons passer 
uÂ surface quelconque , qui partage le liquide en deux portions 
que nous appellerons A et B; divisons cette surface en élémens 
infiniment petits , terminés par ses deux séries de lignes de cour- 
bure; par tous les points de ces lignes, élevons des normales qui 
formeront , conune on sait, des surfaces développableSj, par le^uelles 
A et B se trouveront décomposés en filets d'une épaisseur infini- 
ment petite, mais variable; appelons C le filet qui répond au point M^ 
et dont la base sur la surface menée par ce point sera représentée 
par Ci. La r&ultante des actions de tous les points de A sur tous 
ceux de C, divisée par ce ^ sera la pression qui a lieu sur B, rap- 
portée à l'unité de snr&ce et -relative au point M. Si Ton a égard, 
d'après le n* 1 1 , à l'illégale com p ression du liquide dans Tétendue de 
la sphère d'activité da Ht et k la difierepce de matière dans le cas 
d'un liquide hétérogène , la résultante dont il s'agit ne sera pas per-* 
pendiculaire à lasurftee de B. Nous désignerons en général par N^ sa 
composante normale et dirigée de dehors en dedans de B, et par Toi 
et T'a» see composantes snivant deux droites rectangulaires, menées 
par le point M et comprises dans le plan tangent en ce point à la 
sutAk» de b ; et nous allons déterminer les valeurs de N, T . T\ nar 
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des intégrations I sauf la partie de N qai ne dépend pas de la courbure 

de B , et que nous représenterons , comme il a été dit précédemment 

(n® i5), par. une inconnue p, de sorte qu'en appelant N' lautrc 

partie , on ait 

N = > + N', 

pour la valeur complète de N. 

n est à propos d'obsenrer qne^ dans l'intérieur du liquide, l'action 
d'une partie A sur un filet cylindrique et normal compris dans la par- 
tie adjacente B^ différerait , en grandeur et en direction, de la force 
que nous tenons de définir ; et que si on la prenait pour la pres- 
sion sur B, ce qui paraîtrait plus simple, les pressions relatives à 
toute l'étendue dé la surface de séparation de A et B ne représente- 
raient pas Taction totale de A sur B, parce qu'on ne peut pas décom- 
poser la masse entière de B en filets cylindriques perpendiculaires à 
cette surface. 

(22). Soit m un point de C , et m' un point de A , l'un et l'autre 
compris dans la sphère d'activité de M. Désignons par s et s^ les ptf- 
pendiculairies abaissées de m et m' sur la surface de A , et par co' Teie- 
ment dé cette surface qui répond au filet fluide dont m' fait partie. 
Soietit aussi (1-+ A/)û»' et (i — A^) ûp les aires des sections de ce filet 
et de C, faites par les points m' et m, et parallèles à leurs bases 
ûù' et a; le coefficient k dépendant de la courbure de A au point M, 
et étant le même pour les deux filets, en négligeant les quantités du 
second ordre, par rapport à leur distance mutuelle et aux variables 
s et /• Les élémens de volume qui répondent aux points m et m' 
seront 

(i — î» ks) cûds, (i + ks') €^'d/, 

• 

et lear action mutuelle pourra être représentée par le produit 

V(i — *f) (i H- k/)oMi»'dsds'; 

y étant la mesure de l'action moléculaire ^rapportée aux unités de 
volume et relative à la distance mm!, que nous représenterons par r'» 
Pour se former une idée précise de cette quantité Y, il faut prendre, 
autour des points m et m', des volumes 1^ et (/ dont les dimensions 
soient jnsepsiljiles, eu égard même au rayon d'activité des molécules^ 
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«t qai 'en comprennent néanmoins un nombre ei^trèmement* grand. 
L'action tnutnelle de ces deux parties du liquide, prorenant de .la 
matière et de la chaleur qu'elles renferment , aura pour expressi<m 
Vi^f en sorte que V sera le rapport de cette force au produit des 
deox volumes. Cela étant, Y dépendra de la distance r', de la na«- 
ture des molécules contenues dans i^ et (/, de leur quantité de cha- 
leur propre et de leur nombre; ce sera donc une fonction de r' in- 
sensible pour toute valeur sensible de /, mais qui renfermera en 
outre les coordonnées de m et ni. 

D'après cela, représentons par or, ^9 2 > les trois coordonnées reo- 
tangulaires de M , et supposons les axes des jt et ^ parallèles au 
plan tangent à B, mené par le point Al, et Taxe des z parallèle à 
la normale au même point. Les coordonnées de m seront x ^ jr^ 
z '\^ Sy relativement aux mêmes axes ; celles de m! pourront être 
représentées par x-\^xfyj +7^, « + z' ; on aura 

r^=s(tf — aO* + ^*+/% 
et ensuite 

V =/(/, J^f r ^ ^ ■*- ^> ^ + -a:', 7- + /> ^ + co- 
cotte force y devant dépendre de la même manière , de la nature du 
liquide autour de chacun des deux points m et m', il faudra que la 
fonction y^soit symétrique par rapport à a: et x «f-x', à ^ et^+j^, 
à z + ^ et z -H ^« De plus j la nature du . liquide , sa quantité de 
chaleur et sa condensation intérieure ne variant que par degrés in- 
sensibles, on pourra développer ce|te fonction en série très conver- 
gente, suivant les puissances et les produits des variables s y x\y ^ z", 
qu'elle contient en-dehors de y, et qw ne peuvent êtrei que de très 
petites quantités. A cause de la symétrie de f^ on aura 

d3if~'^dx* <fr' ~ â <r * dj^^ de ~ :i'S^ 

pour a/=o, y'sso, 2^=0, ^s±::o, et en ne fai«int pas varier /. 
Si donc on désigne par R' une fonction de r', x , r, 2 , et qu'on 
néglige les termes du second <ordre par rapport à x^, y, z', s , on 
-aura 

^^ u dx ^^ ^ 4T ^ ^ 
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ReprÀeatons par tt'kipwpeadicidaire abaissée tift tJ tnst la nonnak 
en M à Uaorfwe de A, et par Tangle que fiiit le |>laa de ces deox 
droites avec un plan fiice^ passant pat la teoande* La projection de 
tf'aiir le plan tangent en M* pourra s'exprimer par ucUid^j «t cette 
projectiÔBr^'au degré dlWpprcndniatioa où nons nous arrêtons, pan- 
Taàt être ftwù pour Taire àe'€$\ noua aurons 

m' s=s ududî. 

. -••'...■ 

Soient enfin a^ ^, ^^^ les Cosinus des angles que fait la .droite n^nh, 
prolongée au-delà de m, avec des parallèles aux axes des x, y ^ z, 
menées par ce point. Si Ton suppose les axes des a: et des / parallèles 
aux directions des forces tangentielles T et T', et que l'on regarde la 
force y. comme positive ou comme négative , selon qu'elle sera répul^ 
sive ou. attractive , on aura 

Tz=zffffvli^k(s'^s)]ei4dudsds'dQ, \ (i) 
fi :=:/ffPf[i + k(s'^s)]yududsds'dQ, ) 

en négligeant le produit \fy. Les limites de Tiotégrale relative à 
l'angle Q seront zéro et ^tt ; on pourra étendre ies autres intégrales 
depuis Béro jusqu'à l'infini^ parce que toute valeur ^lenstUe de l'une 
des. trois variable u^ s, J^ rendra i^ sensible, et, par conséquent , 
y insensible. Les valeors.de m^Q^ y^ qu'on emploiera dans ces for^ 
mules «eront 

(^S). Pour efibctueri autant, qu'il sera possible, les intégrations 
indiquées, appelons Ç'Ja- perpendiculaire abaissée de -ù/ sur le plan 
tangent en Bl^ et considérons xrette /quantité comme positive ou comme 
négative , selon que Ja partie A dii liquide sera concave ou convexe 
au point AdL $o^nt )i et n' les . coprdopnées du pied de cette per^ 
pendiculaire , j^ppprtées à .des.ax^s.jDOçnçp par Iç point M parallè-^ 
Jiemeiit à ceux des aç. etde^^^.iEi^ i^lîgeapt le^. tenues du troisième 
ordre par rapport à n et n', nous aurons 



• \^ T 
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Q9 Q^f Q!'f étant des coefficiens indépetidans de ces denx yariables. 
An méine degré d'approximation , ei d'après la manière dont nous 
déterminons le signe de Ç, mou& aaroiis aussi 

6n «'AoUeurs- " ' 

)i = iico6^^ if'sam sin 6»r . 

en comptant Tangle 8 i partir de l'axe des )i. Si l'on fait , pour 
abréger, 

I- =(^ + ^)* + ii% 

et si Ton olxerye que 
on en conclura 

en appelant R ce que devient W, quand on y met r an lien de /• 
On a enfin 

Q+(y-i(i+i,), 

A et A' étant les rajrooB de courba» priDcipanz de la rarfiice de A, 
dont cbacan devrâ ètiae regardé comme positif on comme négatif, 
selon que la ligne de coarbure àlfiqueUe il; «i^rtieiitt tounen s^ 
concavité on sa eonyexité en -ddio» de A.: il est éyideiit, en 
effets que cela r^Bolte éa signe de Ç qne stqppOieirt les eiqnessioos 
de x', y, zf. 

Gela poaé, je snbititne ces éifiSrantes Talenrn et cdle db Y dans 
les équations (i ) y j'effecâie «lea inté g h ttions jrèkti^fW « Fvangle , 
puis je supprime la partie de N indépendante de la courbure de 
B, afin de réduire N à N', ainsi qu'il a été dit plua haut; û 
Tient 
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N'« ^ î (i 4- ],)frfKtdudsds', 

en négligeant, toujours les quantités du troisième ordre ^ par rapport 
à e^y ^, y. La valeur de N' devrait renfermer d'autres termes du 
deuxième ordre ^ que Ton n'a cependant point écrite parce qu'ils* 
contenaient le facteur s^ — s'^ sous les signes /, et que^ pour cette 
raison , les intégrations relatives k ^ et / les feraient disparaître. 
Si nous faisons^ pour abréger, 

et que nous transportions en-dehors des signes /V les différentia- 
tions relatives k x e\ jr dans les valeurs de T et T', elles devien- 
dront simplement 

T — ^^ T' — ^î' 

En ajoutant Finconnue p;àla valeur de N^, pour former celle de 
N^ on aura en même temps 

Dans les usages qu'on fera de ces formules,' on ne devra pas perdre 
de vue qu'elles exigent que la surface de B ne présente ni pointe ni 
arête vite près du point M, afin que la valetfr 4j? Ci ^^ fonctîot^ 
de >f et yf, puisse se développer en série convergente, suivant le^ 
puissances et les produits de >f et yi\ et qu'il soit permis de réduire 
c^tte série, comme nous l'avons fait, à ses termes du second ordre. Si 
cette condition n'était pas. remplie, notre analyse serait en défaut , et 
ces expressions de T, T', N, n'auraient plus lieu. 

(a4)- Afin de réduire '9 à une intégrale simple, j'y mets d^abord 
uSf us!'yùds:^ uds^,k la place dei,./,^, ds'; il en résulte 
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Cette seconde éqtuttion donne . 

f ' 

on a donc * ' 

c'esl-à-dire ; * 

en effectuant successivement les intégrations relatives ksei s' par les 
règles ordinaires , ou bien en mettant d'abord s^ et sd/ k la place de 
y et ds', puis intégrant par rapport à /, et ensuite par rapport 

Dans les liquides hétérogènes^ cette quantité q yariera d'un point 
à un autre, et devra être donnée en fonction des coordonnées du 
point auquel elle répond ; dans un liquide homogène et à très peu 
près incompressible, on pourra la considérer comme constante, ainsi 
que la densité. 

(^5). Si la partie A du liquide enveloppe B de toutes parts, il fau- 
dra que les pressions résultantes de Faction de A sur toute l'étendue 
de B &ssént équilibre au poids de B et aux antres forces données qui 
agissent sur sa masse. Or, dans le Mémoire déjà dté (n"" ta), j'isi dé- 
montré que les forces tangentielles T et T' et ta partie W de la force 
normale , appliquées à tous les points de la surface quelconque de B , 
se détruisent d'elles-mêmes; et en prenant pour B une sphère d'un 
très petit rajon,«j'ai aussi hit voir comment la considération de 
l'équilibre des forces données et de la pression normale et inconnue p, 
conduit aux équations connues de l'Hydrostatique. Ces équations dé- 
terminent, comme on sait, la valeur de p relative à un point quel-* 
conque de l'intérieur du liquide , en fonction de ses coordonnées x , 
jr, z, d'après les forces données qui agissent en ce point. Si ces forces 
se réduisent à la pesanteur, et qu'il s'agisse dW liquide homogène , 
l'expression de /i est simplement 

psac — pgz, 
en prenant les z positives, verticales et en sens contsaire de la pesan«» 
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teur, désignant par p la densité du liquide^ ptQig la.pesaiiteiif^ et )iar 
c une constante arbitraire. 

Supposons qu'on ait plongé dans ce liquide un tube quelconque, 
et qu'ensuite on ait versé au-dessus de ce liquide , dans Fintérieur 
du tube , un autre liquide homogène , dont nous représenterons la 
densité par p^ La valeur de p aura lieu pour «n point quelconque 
M du premier liquide situé en-dehors ou en-<ledans du tube, mais 
un tant soit peu éloigné de ses parois- et .de la surface de séparation 
des deux liquides. En désignant par p' et /ce que deviennent p et z 
relativement ik un. point iiff)da second Jiquide y situé-ii' une distance 
senîsible de ses deux 8w£ue8 supérieure: et inféneure/ et des paftns 
du tube r .<m aum^ 

» « • ■ • 

c' étatit une constante arbitraire différente de^. 

Four dét^miner à, plaçons le point M ep-^dehor&idu tube^ aime 
distance insensible de la sur&ce du liquide, qui surpasse; néanmoins 
le rayon d'activité moléculaire , afin que l'expression die p. soit ap-i 
plicable. Supposons en outre le point M assest éloigné du tube pour 
qu'en cette partie , la surface libre du liquide soit sensiblemeni plane 
et horizontale. Par le point* M, menons un plan horiscmtal; par 
ce fdan, élevons im cylindre vertical, qm sera tetminé par la 
suï^e horizontale du liquide, que nous af^pellaroîDS C, et dontila 
hase , comprenant le point M, sera représeixtée par m. «Le produit 
pûù exprimera L'action du liquide inférieur sur: C, laquelle Corée 
sera verticale et dirigM de bas en haut ; et en siii^me >temps , C sem 
poussé en sens contraire par une foit:e Ilâi.^. eu désigiuyst pa^^D U 
pression atmosphérique rapportée ^ FunitÀ de.surfiràe. De pOus, 
quelle que soit la. variation de la densité suivant l'épaisseur de là 
couche superficielle dontC ùit partie ^/l'aiMidn de eette ttouche^Nur C 
consistera en des forces qui seront deux à deux égiJe& etcoiitraires, 
et se réduira conséqu^mment à sera Si donc on n^glig^/le poids 
de C comme insensible, il faudra, ppurJi'équiliJbKe de eette petite 
partie du liquide , que les forces contraires pcê et Uûê soient égales , 
ou qu'on ait /i = II. D'un autre e6fé', si nous prenons le niveau 
du liquide enrdetMM»>da tube, poiic le i^p des x et ^, nous «nroM 
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s ^^41 et /i s: ç pov la positioB da pmt M qukxi .tient de sup- 
poser; naos «arons dûnc c s£: n» et ptt oonasqoeiit 

, • • • * • 

poar tous les points hrtërienrs du pceoiier Uqoide ooinpriB'eiindekprs 
on en-dsdans du tube. 

La >¥aria|ile s sera positive pour left poinls sîtaés so-dessns du ni« 
veaa de ce liqnîde, et native pour les points. eîlnës an-dessoiis* 
Nous sof^posarons que la jMresfiion atmospIimqiK a àaasi iie^, dans 
rintërienr du tube, sur la sorfrcedAMOonddiqaide» et boos compte- 
rons les ordonnées zf à partir du même plan horizontal et dans le 
même sens que les ordonna z; mais nous ne peurrons pas encore 
déterminer la constante c' que renferme Texpression de p', et dont la 
TJdeur dépendra de^telte piêssioB et da poids du Uqaide supérieur. 

(a6). Près ^ la surfiMse de sépamtibn de deux liqfuides supSfposés, 
Ul eoodensatitRi:' varie très: rapidement ^ en sorte que la densité de 
^aqne. lîopiide peut êtrç^ tms diffârente à k siirfitce 'même et à une 
profondeur insensible. La loi de cette variatini est incounue >eomme 
celle de Faction moléculaire^ de laquelle elle dépend ; mais cela n'em- 
pêche pas qu'on ne puisse former les équations d'éqmlibre relatives à 
la couche d une épaisseur insensible, appartenant , en partie, à chacun 
des deux liquides ^ et ^u'on n'en déduise Féquution ^ leur surfiaice de 
séparation, dont la déteivnination est l'objet principal de ce chapitre. 

Pour cela i traesportons le point M très près de la surface de 
contact AOB ( fig. 8) des «deux liqlttdes contenus dans le tube que 
nous -considérons. Du point M p abaissons sur cette sur&cer une per- 
pendienhire^qui la 'rencontre eu un pomt O, ^t se prolonge jusqu'au 
peint M' éa' second âuide , aussi très mpprocbié de AOB. 
cette -surûfcce un démens infiniment petit$, iermiûÀ par 
séries de lignes* de- courbure ) par tous leurs points , élt 
normales qui fon w e r o nt des surfaces dérdoppiMcs^ par ^ 
les deux liquides superposés se tr ouveront décomposés en fii 
épaisseur infiniment petite et vanable. fwr les points H ei 
çons deux surfiiees CMD et CMD', qui coupent aussi k ang 
tontes les normdes à h surfine AÔB. Appdons A le liquide 
par GMD, A' ceM qui a pour Ahaàto CMD', B la coucl 
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comprise entre ces deux snrfisioes, C le- filet MOM' de B, cù elm' left 
bases ou les sections normales de ce filet qui repondent aux point$ 
M et IMT. Quoique les distances MO et M'O de ces deux points à la 
surface AOB soient insensibles, on pourra cependant les supposer 
assez grandes pour que les actions de A et A' sur G ne- s'étendent 
pas jusqu'aux points où les condensations des deux liquides varient 
• très rapidement; c^est-à-dire qu'on pourra' considérer M et M' comme 
des points intérieurs de ces deux liquide» > et déterminer, en consé- 
quence, les actions totales de A et A' sur C par les formules du n** sS. 
Alors, les composantes de l'action de A seront 

la première étant noitnale et dirigée de M vers M', et les deux autres 
tangentes à la surface CMD. En désignant par qi ce que devient la 
quantité q relativement au liquide supérieur, et observant que les 
courbures de A et A' sont sensiblement ^ales , mais tournées en 
seus contraires , on aura 

pour les composantes de l'action de A' sur C ; la première dirigée de 
M' vers M, ou en sens contraire de la force normale précédente, et 
les dernières parallèles aux deux autres forces. Les coordonnées x 
et j sont parallèles au plan tangent en M a la surface CMD, et par 
conséquent les nièmes pour les deux points M et M'; les quantités f 
et ff sont déterminées parle numéro précédent. Nous représenterons, 
en outre, par P^v, Q:i^, Q'ûi, les composantes de l'action exercée. par 
la couche B sur le filet C qui en fait partie ; la première de ces forces 
étant normale et dirigée de M vers M', et les deux dernières parallèles 
aux axés des x et des ^, conmie les autres forces tangentielles. 

Oa pourra négliger le poids de C par rapport à ces différentes 
forces , à cause que sa longueur MM' est insensible , et regarder , par 
la même raison, le rapport de ai' à ai comme égal à l'unité. Cela 
posé, pour l'équilibre de C, il faudra que la somme des forces précér* 
dentés soit mille, jBuivant chaque direction, ce qui donne les trois 
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«qaations : 



Q .£(£+_£) 

^ ' ax 



U ne restera donc plus qu a déterminer le» valeurs de P^ Q, Q', par 
un calcul analogue à celui des n^ 22 et aS, que nous allons exposer 
^ccinctement. 

(ay). Soit m un point de C ^ et ut, un point de B. Désignons par 
^ et ^, les perpendiculaires Mm et M|i7i| , alMÛssees de tes deux points 
sur la surfine CBID, Ces deux droites tombauit d'un Biénie c6të de 
cette surface , tandis que dans les numéros cités les perpëndiculai^ 
s et y, abaissées des points m et' m% tonsbaient de deux càcds dif» 
fisrens , il &udra d'abord changer ^ ' e» — * j, dans les formules de 
ces numéros. De plus^ si Ton décompose B en couches infiniment 
minces , qui coupent a angle droit les normales à la surface ÂOB , 
la condensation du liquide variera par degrés insensibles^ dans toute 
rétendue de chacune de ces couches ; mais p d'une couche k une 
autre , elle variera très rapidement , c0mme il a été dit plus haut, 
n s'ensuit que , relativement aux perpendiculaires s et s^p la fonc- 
tion qui exprime la loi de l'action moléculam variera aussi très 
rapidement , et ne pourra plus se réduire en série convergente or^ 
donnée suivant leurs puiAances et leurs produits. Toutefois , cette 
fonction sera toujoun symétrique par rapport k s et s^; les iùté* 
grales relatives à ces. deux variables auront les mêmes limites aévo 
et If en désignant par l Tépaisseur Bilf'-de B; par conséquent^ cette 
double intégration fera disparaître les termes qui auront pour hc^ 
teur la différence ^— ^1 ; et cela étant, au lieu des formules (2) , 
on trouvera sans difEcuhé celles-ci : 



en fiiisant, pour abréger , 



8 
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et désignant par R, nne fonction de r, ^, s^ , qui deviendra insensibre 
pour tonte valeur sensible de n 

Cette fonction R^ variera aussi très rapidement avec s et avec s^ , et 
de la mènie manière par rapport à chacune de ces deux variables; elle 
changera de forme dans détendue des intégrations relatives à y et à ^, , 
selon qu'elle'proviendra de l'action du premier ou du second liquide sur 
lui-même, ou des molécules de Tun sur celles de l'autre. Ainsi, ellcb 
sera une certaine fonction S pour les valeurs de s et s^, toutes deux 
moindres que MO ; une autre fonction S^ pour les valeurs de s et j, , 
toutes deux plus grandes que MO; et une troisième fibnction S| , quand 
ifhie des deux variables s et s^ sera plus grande et l'autre plus petite 
que MO. Mais ces trois fonctions S, S'^ S, ^ nous étant inconnues, il 
faudra considérer f , comme une quantité dépendante de la nature des 
deux liquides, dont la valeur ne pourrait être donnée que par l'ex- 
périence. 

(38). L'épaisseur de B, quoique insensible, pouvant être néan- 
moins plus ou moins grande', on pourrait croire que l'intégi^alc re- 
présentée par 9, change de valeur avec*/, et,, par suite, que les équa- 
tions (3) dépendent de cette quantité arbitraire, ce qui sei»it absurde. 
Mais il est facile de prouver que les variations dont la grandeur de l est 
susceptible n'influent pas sensiblement sur la valeur de q^. 

En effet, soit M'' un point' de A' situé suivie prolongement de MM\ 
et tel que M'M'' soit insensible, mais plus grand que le rayon d'acti- 
vité moléculaire. Désignons M'M'' et MM'' par i et P, en sorte qu'on 
ait /' = 2-f-£; à cause de la symétrie de R. par rapport à ^ et ^, , 
nous aurons 



Si nous disons 



(4) 
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il en résyteni 

r*= M* + (jp + or,)* ; 

et d'après cette yaleur de r* et lliypotiièse du n® 26 ^ sur la grandeiir 
de MM' ou /, les intégrales relatives à x et x^ ne comprendront pas 
les valeurs de R, "qui varient très rapidement. On y pourra donc 
considérer la fonction R, conunë indépendante de ^ et de ar. en-de- 
hors de r ; on pourra aussi étendre ces intégrales depuis or ;;= o 
et ar.sso jusqu'à x=s 00 et ar,=soo : celg étant , on aura 

et« par le calcul du n** ^, on réduira cette intégrale triple à une in* 
tégrale simple ; d'où il ré 



• • 



Soit encore 



nous aurons • 



et, dans ces intégrations^ noua pourrons considérer R. comme une 
fonction indépendante de jr et /, en-dehors de r. Alors , en désignant 
par R« une autre foncMon de r, qui devienne ausà nulle pour toute 
valeur sensible de r, et supposant <}u'on ait 

*t = — -;gr. 
il s'ensuivra 
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et si l'on intègre pai^ partie^ d'abord par rapport à u, et emnte par 
rapport à ^^ on en conclura 



QB' aura dôme 

équation queToo transfer n ie r a ^ par l'analyse du n* 9> en celle<i : 

crT.^' -r^r^r,-- ^fy.'^- y:^^r. (« 

Cela pose, au mojen des- équations (A), (5) et (0^, nous aurons 
finalenient ^ ^ 

J o J oj o r J o J oj o r ^ J o 

la quantité r contenue dans les intégrale trij^es étant donnée par 
l'équation ^ • 

• 
comme dans l'expresflteU' de g,. Or^on yoitpar Bi que le ch^gement 
de Z en f ne fait varier l'intégrale représentée par q^ que d'une quan- 
tité insensible , ayant pour Âctetir t , et de l'ordre de celles que nous 
avons négligées dans les équations (3) ; ce ^'il s'agissait de vé- 
rifier. 

C^)* Je substitue dans tes deux premières ^uations (S), les valeurs 
trouvées pour Q et Q'; il vient 

ce qui montre que dans l'état d'équilibre de deux liquides tvptvposéa^' 
la quantité 94r9*H-£i jesf çoiialail]te djdtki toute lj!élendue de leur 
surface de contact»' Nous ferons 
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. I 



' I 



et nous reffjAgfom G' eùmmt waéqamùûti dépeadaate de la 
tièie et 4e k teooperature de l'on cft l'antre li^de^ dont le sîj 
et la Talenr nnmériqne seront dpntiés. d#ns diaqdte çês pai 
cnlier. ^ * : 

Si Top applique les valenca de|i et ^ du.n?.a5 ^xa^- jffàntR 
et M^ de la fiîg^nre 8, on y pourra faire si^^pz, et considérer i^.oom 
Tordonnée yerticale du point4]uelconque de la sniw^-^ se] 
n^ion des deux . liquides. Substituant QBSuite cesyaleurs et çelîé 
P dans la troisième équation (^)^ on aura 



poitr'féquttMi 4MMattiMe h to|ir les pomis d» ocite vuÉfiier ^pir nà 
sont pas compris dans la sphère d'activité du tube. On se sowhrJendm 
que le plan des jret j^ est celui du niveau du ]iqi^e_inférieur en-de- 
hors du tube , que Taxe^es z positives est dirigé en sens contraire de 
la pesanteur , et que chacun des rayons de courbure A et* X* est re- 
garde comme posi^ au tûntmé tiéjgatif , seloff qu'ifti ^hf ta 
ligne de courbure à laquelle il appartient tourne sa concavité .o»)Sa 
convexité en-* dehors du liquide infériem*^ 0U|^ cë.^i revient au 
même, euf-dedans du liquide snpérieyr^. . ; . . 

D'après la théorie œnnue do la co^rl^uit^.de^ siii^c^ii ou mnn 
alors- 



^ t« 



el poiir dé te r mi flc r *to iigwe du d^oMMatem*/ q«i /M andbigu , «H 
esPMevw, par^ la «pont'ént ks coarditimiëersoftt Jtp /v '> ^^"^ ^^^^^ 
mtèetsÊ^àAiatiéw liquide mfétUmr^ éC> wm i^stticaie ai se» <mi-^ 
m&i^àt h peÉÎMenrtle dén omiB ileyf devra ètw positif ou Héu 
gatif , selon que c& deux droites fieront ^Ma^ingle a^'Oi| éhtùâ. Eb 
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substituant cette valeur ^e -t+ta àêns Fëquâtion précédente, on aura 

l'équation de la sur&ce de séparation des deux liquides, dans la- 
quelle il {pestera encore k déterminer la citante &. 

(5o). La sur&ce libre du liqiiide supérieur, qui le sépare du fluide 
atmosphérique, est éyidemmënt, à l'égard de ces deux fluides, ce 
qu'était la surface que nous venons de considérer, relativemeût aux 
deux liquides contenus dans le tube. De plus, en passant de ceux-ci 
auSt^ deux autres , les pressions p et p' se changeront respectivement 
en p' et n* Si donc on désigne 'par H ce que 6 devient par rap- 
port' au liquide supérieur et au fluide atmosphérique, par /jl et /i' 
les rayons de courbure principaux efi un point quelconque de leur 
surface de séparation , par jzf^ Tordonnée verticale de ce même point, 
et par ^ la densité de l'air, il suffira. de remplacer G, A, A', IT, e^, 
p, p', z, dans l'équation (7) , par VL, fi,fi% c',n, p', J^, jzf, pour avoir 
l'équation de la surface libre du liquide supérieur^ Cette équation 
sera donc 



m 
m « 


— n — 


0>'-<r)«»^+iH^ 


1 /»/ 


=0; (9) 

1 


et la valeur de 
zentf. 


1»^ f 


se déduira de celle de 


1 + 7' 


1 

en jr changeant 

• 



Le volume terminé par le9 surfaces qui repondent aux équations (7) 
et (9), et par la surface intérieure du tube ,iBeTa une certaine fonction 
de la constante (/ qui entre dans ces deux équations. En égalant cette 
fonction, dans chaque exemple, au volume du liquide supérieur, 
dont la valeur numérique seara 4onuée, on obtiendra l'équation qui 
servira à déterminer la valeur Ae cf. 

Dans le cas particulier ou les deux liquides que le tube renferme 
seront de la même matière et n'en formeront plus qu'un seul, on 
ajur^ p'^s=fip Ç^^^fi i} n'y aura plus de variation ^(ûde de densité 
pràs de leur surface de séparation , et la quantité Ri $ qui entre dans 
L'e^ression 4e 9. , pourra être remplacée par la qm^'tité R , d'où dé- 
pend la valeur de f ;. en mptUtitl, Sp s^ , .a^ lieu de c, 7*, j^ , dans 
r^équatioii (6), 4tfk.eo çqndkon, . . *• 
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on sensiblement ç , t= — ^q^ d'après les expressions de q et de q^ p des 
n^ 24 et aj. On aura donc G = o. De plus^ la valeur de p du n^ ^5 
devant alors convenir k tous les points des deux liquides , et coïnci- 
der , par conséquent, avec celle dç p\ il faudra qu'on ait c'=: c = II. 
Au moyen de ces valeurs de p\ G et c'j l'équation (7) s'évanouit ; ce 
qui devait effectivement arriver , puisque , dans ce cas, il n'y a jdus 
de condition particulière d'équilibre à la surface de séparation des 
deux liquides , qui sont les deux parties d'un même fluide. En même 
temps, l'équation (g) devient 

(p-J^)gz=lH(i + l), (10) 

en employant la lettre z , au lieu de z^ Ce sera l'équation de la sur- 
face libre du liquide unique contenu dans le tube. 

On parvient au même résultât en faisant p'=<r, c'ssll, G=H, 
dans 1 equaUon (7) ; ce qui revient à supprimer le liquide supérieur, 
et à supposer que l'atmosphère presse directement sur le fluide in- 
férieur. Si Ton supprime , au contraire , le liquide inférieur, et qu'on 
le remplace par le fluide atmosphérique, il faudra faire p = J^ et 
G = H dans l'équation (7) ; on aura alors 

n-c<H-(p'--«r)gz-lH(i + i.) = o, (i,) 

OÙ l'on a changé * le signe du dernier terme , afin que chacun des 
rayons A et A' soit positif ou négatif, selon que la ligne de cour- 
bure à laquelle il appartient tournera sa concavité ou sa convexité 

en-dehors du liquide qui subsiste , et que la valeur de - + -7 soit 

donnée par la formule (8) , en suivant , pour Je signe de son déno- 
minateur, la règle du numéro précédent.* 

Les équa^ons (9) et (11) seront celles des surfiices supérieure et 
inférieure d'un liquide pesant , pressé de part et d'autre par l'atmos- 
phère , et suspendu en équilibre dans un tube de forme quelconque. 
La constante & se déterminera , comme on l'a dit tout ii l'heure , 



^- 
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d'après le volame du liquide ; le plan des a? et ^ ne sera plus dë^ 
termine, et Ton pourra le choisif Arbitrairement, pourtu qu^il soit 
toujours horizontal. Toutefois, si la surface supérieure est un plan 
horiiontal hM^finiment prolonge , le'^Tolume du liquide ne sera plu^ 
donné; mais, en |ili^nant ce plan pour celui des ^ et j^, on aum 
diors r^ssosssIT (iT 35). Ce cas aura lieu lorsque le tube, au lien 
d^étre immergé par sa partie inférieure, sera adapte, par son autre 
extrémité, au bas dun rase d'une très grande largeur, où le li- 
quide s'élève à une hauteur quelconque. En mettant p au lien de 
p% l'équation de la surface inférieure du liquide contenu dans ce 
ttd^ sera donc 

g(,-<r)z = lH(->l); 

• et l'on voit qu'elle aura la même forme que l'équation (lo), qui ap- 
partient k la surface supérieure du liquide dans le cas de fi mm é r s i orf 
du tube. 

(3i). Quoique la considération de Féquilibiiè du filet fluide d'épais- 
seur variable , que nous avons appelé C (n* a6), soit le moyen Ic^ 
plus simple de former l'équation de la surface capillaire, il ne sera 
cependant pas înutOe de montrer que Ton peut aussi la déduire de 
l'équilibre d'un filet cylindrique. Par la , nous ferons voir , d'une 
manière nouvelle , la nécessité d'avoir égard k la variation rapide de 
densité qui a lieu jures 4e la surface d'na liquide, et nous mettrons 
en évidence la quantité que l'on néglige et l'erreur que l'on commet, 
lorsqu'on ne tient pas compte de cet élément essentiel de la question. 
Pour plus de simplicité, nous supposerons ^u'il n'y ait qu'un seul li- 
quide y que nous placerons dans le vide , afin de n'avoir pas à con- 
sidérer Faction mutuelle des molécules de l'air atmosphérique et de ce 
liquide. L'analyse suivante s'appliquerait également au cas ^ la sur- 
&ce de s^^KinitiûiQ de deux fluides quiloonqves» 

Soit toujours (fig. 9) \lu point de la surface libie AOB du li- 
quidsp situé k une distance seoaihle des parois du tube« jSoîft 0£ un 
filet normal et cylindrique ayant pour base un< âmnent ea de cette 
sur&ce. Par ua point E apparteMAt à ce fikt, et titné: k mdb dis-» 
tance insensi^e. de la smr£M:e|> inenons un plan CTD' parallèle mol ji&a 
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fXHD tangent en 0/ Supposons, néanmoins, cette distanoa assez 
grande ponr .^qne l^apt^on ^n. lîqiûde mdéfipi, terminé par le fJan 
GYV, sur ie filet Fd, ne s'étende pas jusqu'aux points où la dcoisité 
Tarie très rapidement. La composante de cette force, perpendiculai^ 
au i^n CTD' et dirigée du point F vers le point O, sera égale à pot ; 
et, k cause que Ton suppose nulle la pression extérieure FI , on aura , 
d après k n^ a5 , 

z étant Tordonnée yerticale du point F, ou ^ si l'on veut, du Jkoint 0. 
Appelons wcê Faction exercée, suivant cette roéme. direction, sur FO, 
par le liquide compris entre le plan CTIV et*1a surfiloe AOB. En né- 
gligeant le poids de FO, il £iudra qu'on ait 

•pour réquHibre de cette petite ]^rtie du liquide. Lors donc qu'on 
aura déterminé^convenab^^ment la valeur de 4r , cette équation devra 
coïncider avec l'équation (lo),. en fiaiisant flans celle-ci J^=o, et 

réduisant à ^ + 9« le coefficien#^- H. 

(3a). Pour obtenir cette valeur , soit M un point quelconque de 
FO, e^M' un point du liquide environnant compris dans la sphère 
d'activité de M. Désignons. ]tfr ^ et ^ les, perpendiculaires abaissées de 
ces deux points sur le plaïf COD» Soit r la distancç MM^ , usa pro- 
jection sur ce plan , 6 l'angle que fait cette projection avec une droite 
fixe , menée dans ce même plan par le *point ; on aura 

, .. . , . 

Les âéfloens de yolnme.qui fSpon4|nt anx points M et M' seront mtù 
et udjuMdAffli Ton pourra représenter leur action mutueUe par 

^K'c^miudiMd^; . 

Rf étant la menure de l'action moléculaire, rapport^ aux nmté$ de vo- 
lume eit relative à la ipatière du liquide autour de ces deux poinli^ 

Le cosinus de l'angle M^O aura pouir vmtenr '^ — ^. Vipiès odav ai 

Ton prolonge la peipendiculatm* If G , ibaissée du point M' sor le 



Vfttfl GOé, fùa(fa*ïïti foiM O'^èk^lk vmeoiitfe*!* plm GWP'f et jtis«> 
ihi'àù ()d}at Koù die Mttfielï Mrfïieè AOB^id^de p^, «9 appdUe 
^ réit l*e« Itfbigttftiiiv «l«$ piqrtks G6( et 6K ièlk droite 6'K» ôft 
kttïi ■ 

en regardait comme positive ou comme négative la fofce R'^ «eToni 
qu'çUe est rëpukivc ou attractive, et la quantité l^, suivant que le point 
M' toi9d>e «ntre la surface ÂOB et le plah tangenf GOI>^ ou entre hs 
é^A plans parallèles COD et C¥D'. 

La vahur d% cette <)uaiitîié Ç*, quVn ^ déjà plusieoi^ fois em«- 
ployée , sera t . 

Z=: Qw cos* fl 4- QV sin» 8 + Q'V cos 6 sin « ; 



Qf Q^ (^'ré^^'àes coeiQpiens ind%eadans de u et Ô^ dont la somme 
d^ deux premiers, est • 



^ + (?»!(!+■). 



^' 



en désignant par ^ et A les mêmes .quantités que dans lequa- 
tîon (lo). 

La quantité K^ sera une foneâôtt de > qui deviendra iiMensible 
pour toute vateùt sènâible de cette vafiaUe, ce qui a permis d'étendre 
jusqu à Fiâfini llnlégrale relativ^e ku; eUe dépendra en outre de la 
position des points M et M'*^ A l'égard des toôrdonnées de M' pa- 
rallèles au plàti €0D , elle' vatiera par degrés insensibles. En leur 
donnant le point pour origine ^ on pourra la développer en sé- 
rie convergente , suivant leur^ puissances et leurs produits ; et si l'on 
Ij^rrèfK il leurs ^mièrés pvissantM iÂclusÎTement ;^ les tenms qui 
les cohttendfai€fttt> dfeparâftti^nt par l^btégraiion relative à 1"^»^ ^ 
Mais R' variera* très rapidement pav^aji^rt à la variable ^ ; et si 
nous désignons par a la perpendiculaire MX abaissée «du point M' 
fMt* la &i!A^e'ADB,!U variera de tnêtne ^t ilipportà (T , et sera 
tthè fiiiitKtih %^àriqiie de t HM' ler. l)'a]lteufs , on auM , ^ti* degl^ 
d'antouMÉM^ëii du IW^'cfat anrâté^ v* .». 
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en désigpaot pu* R» d qu« 4«Yi«nt R' qwiid on y in§^ ^^^ ]tm:^ 4;, 
reatistipo reUtiT« à ^, A c«ii«^«w â«gr« <i'ap|»rojiin»l|i9P » 4» HvvM 

• , *•■,•■ 

P et p . étant les valeurs de R, et de r qui répondent à £' ae o. . 




+ 






A cause que R, est une fanctton symétrique par rapport à ^ et ^, Tin- 
tcçpration nlatiTe à ces deux Tariables fensi dîsparaltM it poHnicr 
terme ;^eU€iii ayant eganl à fli TaieHr Àe Ç^ et effisctuant ûs pnlé» 
gradops rdbtrres à, A , on aura simjAein^nt 



<m Ton peut remarquer que kl quaiifitê R; «t fa même que celle qui 
entre dans Texpres^on dé ^, (n^^?)» #û mettant dans cetle-d { — ^ et 
/ — ^' à la place de ,f et *,. • * 

Le premier temae dé cetfe derM^ formule exprime la partie de « 
qui provietiPt dé i'aef ion du méntsqwe e^mpris entre la surface ilOB 
et le plan tangent ON) /am* If 4llet 4^E ; le «econd çst la partie proye- 
nant ^e Faction du liquide compris entre les deux plans GOD et 
C'FD', sur ia pfitiion OF de ce filel cylimdi^ue. I41 fonction R, va- 
rianfftrès rapidement, par hypothèse, avec la variable f qu'elle ren- 

ferme en-dehors dcfr, cette circonstance repd (-^Fj ^^^^^V^ni 
tfmà p«r EÉpport 4 ï, » «t le Mcood tcnae ée «> compantfile as 

9" 



I 



• 
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premier. L'erreur de la méthode qne iums ayons rappelée an com- 
mencement da chapitre pirécédent, consiste donc en ce qn'on y négKge 
le dernier terme de 4r/ on y autrement dit, en ce qu'on y considère 
comme nuUe l'action du liquide compris entre les deux plans paral- 
lèles COD et CFD', sur le filet OF qui en fait partie* Il reste à faire 
voir qu'en ayant égard à. ce dernier terme , l'équation y? -f- or = o 
coïncide avec l'équation «(lo), qu'on a formée d'une tout autre 
manière. ; ' 

(53). "Soient p et i/ les volumes de deux parties très petites* du li- 
quide f comprenant respectivement les points M et M', qui en seront , 
par exemple , les^ centres de»gravité. Supposons leui^ dimensions in- 
sensibles par rapport au rayon d'activité moléculaire; leur action 
mutuelle sera le produit t^u'K', et l'action totale du liquide sur p, dé- 
compose suivant la droite MF, aura pour expression , 

r ' 

en étendant la somme 2 k toutes les parties i/ du liquide qui sont 
comprises dans la sphère d'activité de*M. D&ignons ^ar \i Ja densité 
du liquide qui a lieu en ce point, et par^' la composante de la pesan- 
teur suivant la direction MF; pour l'équilibre de la partie insensible 
du liquide dont le ^lume est (^, il faudra donc qu'on ait 

équation qui détermine i^iplictlement ^ en fonction de t', mais dont 
on ne pourrait pas déduire la valeur de cette densité sans connaître 
l'expression de R', qui dépend alle-Aiémade cette inconnue. 

Je rétablis le facteur u, et je nmltiplie par ^ le premier membre 
de H^ette équation , puis je prends la somme dé ses valeurs relatives à 
toutes les parties p du liquide qui on^ leurs centres sur le filet OF ; 
il en résulte , 

^g'^tif +2 (SR' LzJ i/^tv =s= o. • 

Le premier tenue est le poids de la portion dj^ liquide à laquelle 
se rapporte cette nouvelle sommation, décomposé suivant la direc- 
tion MF et multiplié par la distance de son centre de gravité au 
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point 0. A cause que la longueur de OF est insensible , on peut 
négliger ce produit par rapport au second terme ; de jdus , d'après 
ce qu'on a cUt dans le n^ 1 3 , on peut aussi remplacer dans celui-ci , 
i^ et s/ par les élémens de yolume infiniment petits cêdt et ududf^ 
et changer ensuite les sommes 2 en intégrales définies. De cette ma- 
nière y on aura donc 



J o J oj ~^J o r 



o; 



la seconde limite de llntégrale relative h, € étant Tinfini , parce que 
le liquide s'étend indéfiniment, ou du moins à une distance sen- 
sible, an-deUi du plan CTD', et les autres limites étant les mêmes 
que dans la première expression de or. En négligeant les quantités 
du même ordre que dans les calculs précédens, on pourra mettre 
Ri au lieu de R', et remplacer par aéro la première limite — 2f de 
l'intégrale relative à/^; effectuant ensuite l'intégration relative à 6, 
et supprimant le facteur oè , nous aurons 

J o J oJ o r 

OU, ce qui est la même chose , 

+ i-jrf^ n r*R, ^i=JLi ududuU = o. (i5) 

Je fais dans cette dernière intégrale 

tzssl-^s, lfz=:l^s\ dtiss^^ds, dfzsd/-, 

la fonction R| qu'elle renfermé se changera alors dans la fonction R 
à rintérienr du liquide ; et nous aurons 



J o J oJ l ^ r J o J oJ o r 

Oo peut négliger le terme qui renferme le facteur / en-dehor§ des 



:i't 
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sîgiicg /^ «t I^Hasminj dans Vautre. tenoM/ Fmtrfgnde relative k s fim* 
qu'à I%ifiiii t mMtatit enuite u/, us^ ud^j mb, au liçu de ^, i, 
dy^ dl^y il en réitéra 



oa bien , en yertu de cette valeur de r*, 

eu effectuant les intégrations relatives k / et à s^ et ajrant égard à 
l'expresstan de- q ànv!" 24» 

On a identii}uement *, . 

La symétrie de la fonction R. , par rs^port à < et ^', rend nulle la 
première intégrale qui renferme le facteur £'* — <' sous les signes /; 
on aura donc 

a 

J o J oj 6 r J o J oj o r 

et y d'après ces transformations des deux termes de l'équation (i3)^ 
elle deviendra 

Cette é<{uat]'on, déduite ^ comaie on voit ^ «de la «condition déséqui- 
libre d'une petite partie quelconque du illet 0F„ «xprine ijaè l'àctîon 
totale du liquide sur ce filet , de longueur insensible, serait la même, 
soit q«te 9on épaisseur fût variable , ^9u^'efle fut constante : elle nous 
était nécessaire pour la transformation de la formule (1:2) , que nous 
devons effectuer. 

(34). En vertu de Téquation 



DE L'ACTION CAPILLAIRE. 71 

nousaTODS 

en £iisaat varier € et r dans :^ , et seulement i! dans \-^ J* On con- 
dat de la 

A la limite ^'sso, on «( R, = ?, ^=Py ^ ^ Fantre limite t!:ssl; cette 
fonction ft, te change en R, si l'on y fiûft 

En intégrant par partie , on anra donc 
et y par conséquent. 



y:(§')^^-«r+»'7 



•/>-P*-X'S'^*.- 



ce qui change d'abord réqoation (12) en C6ile->ci : 



dudttU 



Diaprés la iialeiir de r qu'on doit employer dans Tintégrale doublet 
on pourra étendre jusqu à Hnfini rinté|;rale relative à ^^ en y mettant 
ensuite us et uds^ au lieu de s et ds^ on %ura 

d'où l'on conclura 
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En intégrant par parHe relativement à k, et obsenrant que dans Tin- 
tégrale triple on a r» ss ^* 4- (/- — *)'^ Jl vient 

ofx aura donc 

J Q J oj o r %J o J o J Q r 

quantité qui est la même chose que— ^ "~9iy ^^ vertu de l'équa- 
tion (i4) et de l'expression de j, du ni^aj. Or^ an moyen de ces va- 
leurs de l'intégrale double et de l'intégrale triple, contenues dans 
l'expression précédente de mr , elle se réduit à « 

'»=(î.H-9.)(x+i,); 

et l'équation p -f- ^ ^=^ ^ devient enfin 

ce qu'il s'agissait de trouver. 

(35). Sans intégrer Téquation (lo), on ep peut déduire une expres- 
sion du volume d'un cylindre vertical, tronqué par la surface capil- 
laire , qui nous sera utile dans la suite de cet ouvrage* 

Par un point appartenant à l'intersection de la surface capillaire 
et de la sur£aice cylindrique , menons en-<lehors du liquide des nor- 
males à ces deux sur &ces. Soient ^, C, y, les angles compris entre 
la normale à la surface capillaire et des droites menées par 1« point 
0, suivant les directions des Xf y ^ a, positives. Désignons par ai ^ 
^f >^ les angles que fait la normale à la surface cylindrique avec les 
mêmes droites y et par eo £angle des deux normales; nous aurons 

CO6 o» 8B cos a cos a' + cos. C cos Ç + cos y cos y'. 

Soit u une quantité positive , telle qu'on ait 
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d'après les formnleB connues , on aura 

I €ài \ é% I 

COSCtSSS— -T-, COSbs=— -j-, C06>=-. 

D'ailleurs, Taxe des z étant vertical, ainsi que le cylindre ^ ces }f' seiii 
séro , et les valeurs de cos a! et cos Ç dépendront du contour de ia 
base horisontale du cylindre. Nous supposerons que cette base soit 
située sur le plan des x et ^, qui est celui du niveau du liquide en- 
dehors du tube ; en désignant alors par Y le volume du cylindre 

tronqué , on aura 

\ =zffzdxdjri 

rintégrale s'étendant à tous les points de sa base, et la valeur de z^ 
en fonction de œ et j, étant donnée par 1 équation de la sur&ce ca- 
pillaire* En vertu de l'équation (10) , on aura donc 

%(,_/)V=iH//(i + i,)rfrrfri 

et comme , d'après les valeurs précédentes de cos ci et cos Ç^ l'équa- 
tion (8) peut s'écrire ainsi: 

I ^^ I </.COA A «/.COS C 

Â "*" Â' ~ di ^jT ' 

il en résultera 

Four fixer les idées, supposons que la base entière du cylindre 
soit située d*un même côté de chacun des axes des x et des j", et 
que son contour ne soit rencontré qu'en deux points par chaque 
parallèle à l'un de ces axes. Menons à cette courbe deux tangentes 
parallèles à Taxe des jr, dont les points de contact diviseront sa cir- 
conférence en deux parties, et deux tangentes parallèles à Taxe* des Xf 
dont les points de contact diviseront de même cette circonférence en 
deux autres parties. Si l'on effectue l'une des deux intégratioas iodi-» 
quées, on aura 

g(,.-/)V=iH[/-«8«rfr]-iH(/cos«^) 

'nifcosCdxl'^-'XlU'cMCdx); (i5) 

10 
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et les intégrales relatives à a: ou à ^, renfermées entre des parenthèses, 
se rapporteront aux parties de la courbe les plus éloignées des axes des 
y ou des x, et celles qui «ont contenues entre des crochets , aux parties 
1^ plus rapprochées. Dans ces intégrations , dx el dj ^ devront être 
positifs; or, Fangle & est aigu d^ns la partie de la courbe la plus 
éloignée de l'axe des ^^ et obtus dans la partie la plus rapprochée; 
si donc on appelle ds Télément différentiel de la courbe, regardé 
comme positif, on aura 

dx ^sz db cos C'ds , 



selon qu'il s'agira d'un point de la première ou de In seconde par- 
tie : on aura de même 

djr ^=i dz cos aJds , 

selon qu'il s'agira de la partie de la courbe la plus éloignée ou la 
plus rapprochée de l'axe des x. Gela posé , on pourra réduire l'é- 
quation (i5) à celle-ci , 

g{f — cT) V = — - H/cos et cos alds — - H/cos Q cos Q'ds , 

dans laquelle les intégrales s'étendront au contour entier de la base 
du cylindre* A cause de cbs^ = o, on en conclura 

gif — er)V = H/cos ûfijlf; 

équation qui aurait encore lieu , lors même que ce contour ne serait 
pas coupé seulement en deux points par chaque ligne droite, ainsi qu'on 
l'a supposé, et qui fera connaître la valeur de Y, quand celle de cos ea 
sera donnée en fonction de s. On peut remarquer que son premier 
membre est le poids dans l'air, du liquide homogène contenu dans le 
cylindre que l'on considère* 

(56). On verra, par la suite, que l'angle o) est constant pour tous 
les points de la surface capillaire dont les distances à la paroi du tube 
sont insensibles, et cependant plus grandes que les rayons d'activité 
des molécules du tube et du liquide. Si donc on suppose que Tinter- 
section de cette surface et de celle du cylindre vertical, dont le volume 
est y, soit partout \ une dtstauce insemible de la paroi du tube , et 
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que l'on désigne par c la langueur entière de son contour, l'équation 
précédente deriendra 

grCr — /) V s= — fHc cos « , 

ou, ce qui est la ipéme cbose, 

û = — jHccosa, (16) 

en appelant A le poids dans l'air d'un yolume Y du liquide. 

Si la surface intérieure du tube est celle d'un cylindre vertical^ a ne 
différera pas sensiblement du contour d'une section horisontale de 
cette surface, et A pourra être pris pour le poids du liquide soulevé 
ou abaissé par l'action capillaire , selon que sa valeur sera positive Ott 
négative. Si Ton incline le tube de manière que la génératrice de sa 
surface et la verticale Êissent-un angle aigu f , ce poids A variera en 
raison inverse de cos i. 

En effet, appelons C le centre de gravité de la section intérieure du 
tube par le plan du niveau du liquide; par ce point, menons trois 
plans, le premier perpendiculaire à la génératrice du tube, le second 
parallèle à cette droite et passant par l'intersection du premier et du 
niveau du liquide , et le troisième perpendiculaire à cette même in- 
tersection. Prenons ces trois plans rectangulaires pour ceux des coor- 
données ; et soient z", x\ ^', celles d'un point quelconque de la sur- 
fiice capillaire, respectivement perpendiculaires à cesi trois plans. 
L'ordonnée verticale z du même point , qui entre dans l'équation (10) 

aura pour valeur 

«ss.a'cos/ — j/sin i; 

et cette équation deviendra 

g(f-<f)(z'co6i-r*'«aO= lH(i + i,) 

Or , en désignant par V le volume du liquide contenu entre le plan 
des X* et j^ et la surface capillaire, nous aurons 

y'=:fz'dx'dy, 

et nous conclurons de l'équation précédente 

g(f~J')(V'cosi — sini/j/a!a/4^0 = — iHccot«, 

en représentant pare et âr les mêmes quantité que dans l'équation (i6)(. 
D'ailleurs, WnlégrAe fxidx^dy^ étendue è Taire entière de la aectiott 
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dn tubç, sera nulle par la natore du point C ; par la même raiaôn^ le 
Tolume du liquide compris entre cette section passant par le: point C 
et le plan des x' et^, se coniiposera de deux parties égales et de signes 
contraires; par conséquent, V sera équivalent au volume du liquide 
compris entre son niveau et la surface capillaire ; et , en vertu de Té* 
quation qu'on vient de former , ce volume et le poids correspondant 
suivront la raison inverse du cosinus de l'incliitaisofi du tube- 
Dans le cas de deux liquides superposés, si l'on désigne' toujours 
par y le volume d'un cylindre vertical quelconque tronqué par la 
surface libre du liquide supérieur, et par eu le même angle que précé- 
demment; si, de plus, on appelle b l'aire de la base de. ce cylindre, 
située dans le plan du niveau extérieur, l'équation (9) donnera 

par yn calcul semblable à celui du numéro précédent. 

Dans le même cas, si l'on appelle V, le volume de la partie du 
même cylindre, terminée par la surface de séparation des deux li- 
quides, et ^ ce que devient l'angle û>, relativement à cette sur- 
fece, on aura, d'après l'équation (7), 

g(p _ pf) V. = (n — c') b — iG/cos (pds. 

- En ajoutant ces deux, équations, il vient 

g(p/_/)(V_.V.)4-g(p— J')V. = — fH/cos«£fe— iG/cos(prfy. 

Or, si la surface intérieure dû tube est cylindrique et verticale, et que 
celle du cylindre que l'on considère ne s'en écarte pas isènsiblement , 
comme dans le cas auquel répond l'équalion (16), Y — V, sera le 
volume du liquide supérieur, et g (p' — J^) (V — V,), son poids qui 
devra être donné et que nous représenterons par P. En même temps, 
glp — J^)V, sera le poids iqçonnu du liquide inférieur, soulevé ou 
abaissé par l'action capillaire, et que nous désignerons par F. L'angle 
^ sera constant , aussi bien que c» ; par conséquent , l'équation précé- 
dente deviendra , dans ce cas, 

P + r = — fHccosa; — ^Gc cosip. (17) 

L'angle a> dépendra /comme te coefficient H, de la matière du tube 
et de celW^u liquide sufiérieur; L'aiAgle ^> comnie le coefficient G , 
de. la wati^ du tvheM M JHiiimtusrç des 4e«i^ liqnidc^* 
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CHAPITRE III. 



Équation relative au contour de la surface capillaire. 



(37). En général , dans une question de Mécanique ou de Physique, 
relative à un corps , li une surface ou une ligne , il existe , outre 
l'équation commune li tous les points du système, d'autres équa- 
tions qui n'ont lieu que pour la superficie, le contour ou les points 
extrêmes. Ainsi, dans la question présente, indépendamment de l'é- 
quation commune li tous les points de la surface capillaire dont les 
distances aux parois du tube surpassent, toutefois, le rayon d'acti- 
vité moléculaire, il y a une autre équation qui n'appartient qu'à 
ceux de ces points qui sont situés à des distances insensibles de la 
surface du tube. C'est cette équation particulière qu'il s'agit main- 
tenant de former, soit dans le cas de la surface libre d'un liquide, 
soit relativement à la surface commune à deux liquides superposés. 

Soit M (fig. 10} un point du liquide supérieur situé à des distances 
insensibles de la surface libre et de celle du tube. Par ce point, abais- 
sons des perpendiculaires MN et MK sur ces deux surftces; suppo- 
sons que le plan de la figure soit celui de ces deux droites, et que 
les courbes ÂNB et DKE représentent les sections de la surface du 
liquide et de la surface du tube, par ce même plan. Faisons pas- 
ser par le point M deux autres surfaces, dont l'une coupe à angle 
droit toutes les normales à la surface du liquide , et soit représen- 
tée , dans la figure , par la courbe AHVf B', et dont l'autre coupe aussi 
Il angle droit toutes les normales à la surface du tube , et soit 
représentée par la courbe OMG, qui rencontre la courbe ANB au 
point 0. De tons les points de l'intersection de ces deux surfaces , 
abaissons des perpendiculaires, telles que MN, éur la surface du li- 
quide, lesquelles formeront, eu général, une surface gauche. En- 



,« 
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fin y par un point F appartenant à la courbe OMC, et situé à unje 
distaoce insensible au •* dessous du point M , menons un plan per- 
pendiculaire à cette courbe, qui coupe le plan de la figure , suivant 
la droite GFL, laquelle rencontre en G la courbe DKE. 

Nous supposerons la longueur de MF a^i grande pour que Fac- 
tion du liquide situe au-dessous de ce plan , représente par GFL , ne 
s'étende pas jusqu'à la surface représentée par Â'MB'. Nou^ ferons 

MK = A, MN = /; 

et nous supposerons aussi ces distances assez grandes pour que^ d'une 
part, l'action du tube ne s'étende pas jusqu'à la suiface représentée 
par OMC, et celle du liquide situé au-delà dé cette sur&ce , jusqu^aux 
points où la densité varie très rapidement dans le voisinage dn tube , 
et que , d'un autre côté ^ l'action du liquide situé au-dessous de AHMSf 
ne s'étende pas non plus jusqu'aux points où la densité varie très rapi- 
dement près de la surface supérieure* 

Cela posé , pour obtenir les équations qu'il s^agit de trouver , nous 
allons chercher les conditions d'équilibre de la partie du liquide com- 
prise entre le plan de la figure et un plan parallèle mené à une dis- 
tance infiniment petite, qni aura pour base le pentagone curviligne 
ANMFG , et sera terminée latéralement par La surface gauche dont la 
droite MN est une génératrice , par la surface du liquide, pai« le plan 
projeté suivant la droite GF, par la surface du tube et par celle qui 
coupe toutes ses normales à angle droit. Nous appellerons G cette pe^ 
tite portion du liquide, et nous désignerons par e son épaisseur cons- 
tante et infiniment petite. La forme que nous lut supposons est la plas 
bropre à l'objet que nous avons en vue. 

(S8). Si l'on décompose d'abord chacune des forces qui agissent 
sur C en deux autres, Tune parallèle et l'autre perpendiculaire au 
plan de la .figure., les composantes perpendiculaires auront des di- 
rections opposées; elles se détruiront en grande partie, et se rédui- 
ront à des forces insensibles par rapport aux composantes parallèles. 
L'équâ^on déséquilibre des composantes perpendiculaires détermine- 
rait impUdtemei\t Ij^ petite variation de densité du liquide qui a 
lieu parallèlement à. tasurfaoé du tube, en vertu de la pesanteur.; 
ce qui n^est pas Tobjet jque nous nous proposons. Nous ne nous 
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occuperons donc que des forces parallèles au plan de la figure , et 
nous décomposerons eneoi*e chacune d'elles en deux autres , Tune 
parallèle et l'autre perpendiculaire à la droite KM. Si Ton divise C 
en filets parallèles à KM, l'action du tube, suppose homogène, sur 
le filet qui répond au point K sent normale à sa surface , et l'on 
pourra la représenter par Nec', en désignant par €^ la base de ce 
filet; matf il^n'en sera pas tout- à -fait de même à l'égard des an- 
tres filets , qui 'ne seront pas rigoureusement perpendiculaires à la 
surface du tube. En désignant par cr la longueur insensible de AG, 
il est aisé de .voir que la «omme des actions du tube sur^tous ces 
filets sera sensiblement égale à Néo-, parallèlement à KM, et pourra 

se représenter par -^, suivant la direction perpen4icttlaîre à Çlkf ;» 

k étant une ligne d'une grandeur sensible , qui dépendra de , la' 
courbure du tube au. point K. Cela posé, l'équation d'équilibre des 
forces parallèles k KM s^prirait à déterminer la valeur de N, la- 
quelle est une inconnue qui ne peut pus s'exprimer par uije int^g(9le> 
définie, d'a|yès ce qu'on a expliqué dans le n® 12. Mais .cette-force 
nous étant inutile a connaître, nous n'aurons pas besoin de l'équation 
dont elle dépend , et il nous restera seulement à considérer l'équilibre 
des autres composantes. . • ' . . . ^ « 

En désignant, pour abréger, les différentes parties du liquide par 
celles de la figure auxquelles elles répondent , je représenterai par*S€ 
l'action exercée psur la couche ANMFGsnr C qui en fait partie, par «g 
Tactiori de EGFC , et par P celle de LFC j je désignerai de même par 
Qi Faction de BNMFL , c'est-à-dire Faction de la couche superficielle 
BNMB' ajoutée à FMFL, sur la partie de' C qui répond à A'MFG*, 
et par Té et Yé les actions de BMMB' et de B'MFU sur l'autre partie 
de C, correspondante à A'MNA; et toutes ces composantes, parallèles 
an plan de la figure et pei)>endiculaires à KAt, seront supposées diri- 
gées de bas en haut ou vers la surface supérieure du liquide • Relativement 

à chacune de ces forces , on pourra négliger la composante --p , qui 

proviendrait de Faction* du tube ,' ainsi que le .poids de C ; si , de 
pluS) nous Supposons le liquide placé dans le vide, ou que nous fiis- 
fions abstraction de Faction des molécules de l'air atmosphérique 
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sar celles d« C , il faudra , pour l'^ailibre de oette petite partie du 
liquide , qne l'on ait 

S4-«r4-P + Q + T + V=:o. (i) 

Il s'agira donc de calculer succoisiytment les yaleurs des six quan- 
titea coatenues dans cette équation ; mais| auparavant, je ferai re- 
marquer que. chacune d'elles dépendra d^une intégrale qoifttùple, re* 
lative a des variables qui n'auront que des grandeurs insensibles ^ 
tandis que les foyrces qu'on, a considéréfs dans le chapitre précédent 
étaient exprimées par. des intégrales quadruf^es, relafives à de pa- 
pilles variablflS. X>n conclut de là que si l'on s'arrête au même degné 
d'approximation qi:ie dans ce chapitre, il sera permis ^e négliger, 
sdh^ lé sî^ê de l'intégration quintuple , les quantités de l'ordre de 
ceUçs /juV i on a conservées sous le signe de l'intégration quadruple ; 
il en Yésult» gu'on pourra , dafns le calcul des valeurs de /Z9- , P, Q , 
Ty V, faire abstraction de la courbure d^ liquide, et semplacer k 
sMfiu»' supérieure par son plan tangent , et la courbe Â'MB' par la 
tangente an point-M. Par la même raison, et à cause que la lon- 
guanr de ÂK6 est supposée insensible , on pourra aussi négliger la 
courbure du tube, et considérer les courbes AKG et OMF comme. 
Aes droites perpendiculaires à KM. Ehfin, on négligera encore la 
petite: variation de densité du liquide dans son intérieur, à laquelle , 
prtSûédemment , on a dû. avoir égard \ mais , dana I9 calcul de la 
£apca»^6^ il faudra tenir compte de la compressiqn du liquide pro* 
^duite .par l'action du tube, el dans le calcul de T<,xin devm avoir 
lUpup£ à la variation de sa densité près de sa surface supérieure : la 
Initie de ÂA'MN, dans laquelle cette densité varie à la foia dans 
le sens normal à ^Cte sur&ce al suivant la perpendiculaire à celle 
du tube y n'influera pas sur les valems. de 4r et T , non plus que 
sur eellea it P et Y, su cause des longtteirs qu'on a supposées aux 
distanoea MF,. MN , MIL, quoiqu'eUea koient toutes tiws insensibles. 

(5^). S'il fallarif calculer la valeur de^ , il serait nécessaire d'avoir 
égard à pette double variation de densité , aussi bien qu'à la cour- 
bure de Al^ ; car cette courbure et Vindinaisooi-de la tangente peu- 
vent varier très rapidement dans la longueur insensible de cette 
ligne, et être très difierentes au point N et plus près du tube ; on 
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pourrait, seulement négliger la yariation de densité et la courbure 
du liquide, parallèlement à la surface du tube; Mais je vais démon- 
trer, sans aucun calcul^ que l'on a S = o. 

En effet, j'appelle C la couche liquide dont C fait partie , et à 
laquelle répond la force S. Je décompose C et C^ en filets tels que 
MNO (fig. Il), dont chacun soit composé d'une partie cylindrique 
NO parallèle à la surface du tube, c'est-à-dire i la direction 4^ la 
force S, et d'une autre partie NM, d'épaisseur variable, perpendi- 
culaire à la surface ÂB du liquide, où ils viendront aboutir par en 
haut. J'appelle y le filet MNO appartenant à C, et ^ un autre filet 
fQR, appartenant à C^ Si leurs extrémités M et P sont 'également 
éloignées de la surface du tnbe, les deux filets seront identiquement 
composés, et il en résultera que si l'on mène au-dessus du liquide 
un plan GH perpendiculaire à là direction de S, Faction, suivant 
cette direction, d'un élément de^ situé à une distance \s du planGH,. 
Mr un élément de y situé k une distance s\ sera égale et contraire à 
l'action de Télément de f situé à la distance /, sur l'élément de f 
situé à la distance s; par conséquent, l'action totale de /' sur y* sera 
nulle dan*) le sens que nous considérons. Si , au contraire , les points 
M et F sont inégalement éloignés de la paroi du tube , je supposerai 
qu'un autre filet F de C et le filet y de C ont leurs extrémités supé» 
rieures à la même distance de cette paroi , qu'il en est de même k 
l'égard du filet /*- de C et d'un second filet F' de C, et que , de plus, 
y et F' appartiennent à «n segment de C parallèle à C. Alors, il est 
évident que l'action, parallèle à S, exercée par y sur y* sera la même 
que celle qui serait exercée, dans le même sens, par F sur F%' la- 
quelle serait égale et contraire à la réaction de F' sur .F; donc les 
actions, parallèles à S, de y* surjet de F' sur F sont égales et con- 
traires ; et , en joignant cette conclusion à la précédente , on voit 
que les actions de tous les filets de C sur tous ceux de C , parallè- 
lement a la suriace du tube, se détruisent deux a deux, en sorte 
qu'on a S = o ; ce qu'il s'agissait de prouver. 

(4o). Pour former l'expression de <&r, j'élève par le point G (fig. lo) 
une droite perpendiculaire au plan de la figure. Je désigne par x, 
j^, z, les trois coordonnées d'un point quelconque du liquide infé- 
rieur , ayant pour origine le point G , et respectitement parallè^^ 

II 
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à cette perpendiculaire et aax lignes GL «et G£ ; relatiyemeat à ua 
point queloonqoe de C^ on aura Jtr sa o^ etlW pourra représenter 
ses deux autres coordonnées par^ et ~- fl. En appelant r la distance 
de ce point à Taotre , on aura 

Les élémeiis de yolume qui leur correspondent seront idydz* et 
^dxdyd^ : j'exprimerai par le produit 

leur action mutuelle ; ^ étant une fonction dont la valeur sera insen- 
sible pour tQute valeur sensible de r, Symétrique par rapport à ^ et 
y'^ ^ qui variera aussi très rapidement avec chacune de ces quantités, 
à raison de la compression du liquide préside la surface du tube« A 
mq^nre que y ^^y approcheront de GF, qui est la même chose que A, 
cette fonction approchera d'être indépendante de ces yariables^ et de^ 
confondre avec la fonction R relative à l'intérieur du liquide , en sorte 
que si l'on y met A + i«etÂ-*-i/àla j^lace de y et^, et qu'on sup- 
pose u et u! moindres que le rayon d'activité moléculaire, on aura 

Cela posé , nous aurons 

^=^fffrMr,y,y)t±idxdrdydzdzf, 

^ji considérant la fonction ^ comme positive ou 'comme négative , 
selott que la ^force qu'elle représente sera répulsive ou attractive. Par 
la, natiA^ de cette fonction , on pourra étendre les intégrales relatives 
à z et z' depuis zéro jusqu'^ l'infini, et, en même temps, celle qui ré- 
pond à x sera prise depuis—*- oo jusqu'à +00 ; mais les limites relatives 
kjr et^ seront ^ 5= etyz=zQ,j-z=zh^y=ih. 

Soh * (r, j-, y) une fonction de la même .nature que ^ (r, y, /), 
et âûsons , pouc un moment , 

nous aurons 



t\ 



f(r,r,y)'-i^^-^i2^''-^. 
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eîf pn* coué(|iirat y 

en désignant par / la valeur de r qui répond à :?' = o , de sorte 
qo on ait 

En intégrant par partie , et observant que 9 s*éyanouit à la seconde 
limite y on aura 

et au moyen de ces équations , la valenr de 4r deviendra 

Soit encore 

2 ï= (^ cos fi , jr = V sin , 

et y par conséquent , • 

Si Ton substitue i^ et 6 aux variables j? et z , il faudra prendre 

et les limites relatives \x ^\ % étant x=— -^ oo et x= od , zs= o et 
;: = oo , celles qui répondent à et> devront être 0=ro et %=iir^ 
i^ = o et i^ = 00 . L'intégration relative à 6 s'effectuera immédiate- 
ment, et il en rànltera 

Cette intégrale triple ne peut pas se réduire davantage; elle dé- 
pendra de la compression du liquide dans la coucbe adjacente an 
tube, et, par suite, de la matière du tube et de celle du liquide. 
Nous conserverons la lettre 4r à la place de cette expression , et 
nous regarderons 4r comme une quantité dont le signe et la valeur 
devront £tre doonéa dans chaque caa psrtictdier. La limite h pa«l 

II*. 
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être prise arbitrairement, pourvu qu'elle soit in^nsible et qu'elle 
surpasse néanmoins les rayons d'activité des molécules du tube et 
du liquide ; mais , d*apres ce qu'on a déjà vu datis un cas pareil 
(n'.aéj, la valeur de l'intégrale précédente ne changera pas avec 
celle de^. ? , . 

(4i). L'expression de P se déduira évidemment de celle de <tSF ^ 
en transportant l'axe des a: au point F, faisant 

m 

et changeant la fonction ^ dan^ la fonction R relative à l'intérieur du 
liquide. D'après la formule (a), on auradonc 

Cette valeur de r^^ permettra de remplacer les limites h par l'infini , 
dans les intégrations relatives à c^ et i^' ; et comme la quantité R est 
la même que celle qui en^e dans l'expression de jq du n"* aS , on en 
conclura 

Pour calculer T, j'observe que la densité du liquide étant la même 
parallèlement à sa surface, dans toute l'étendue de l'action de B'MNB 
sur la partie de G qui répond à A^MNA, et ne variant que dans le sens 
de la normale MN, il s'ensuit que la composante de cette force sera 
nulle suivant cette droite, aussi bien que suivant la perpendiculaire 
au plan de la figure. Cette force elle-même sera dirigée dans ce plan 
et suivant la perpendiculaire à MN ; je la désignerai par Ué , en sup- 
posant qu'elle agisse de dehors en dedans de la partie de C. En appe- 
lant Cfù l'angle KMN compris entre les perpendiculaires MK et MN à 
la surfsLce du tube et à celle du liquide,; la composante de cette force, 
parallèle à -MO et dirigée par en haut, aura pour valeur — Ué cos cû. 
Or , Cette oQmpos^nte est la force qu'on vientuie représenter par Tg ; 
on aura donc 

T = — Ucosa. 



1 1 
/ 



Quant à la valeur de fJ-, elle se dédiera, sans nouveaux calculs, de 

. I : 
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celle de «9* y en y remplaçant h par /, et la fonction ^(r', jr ^ y) 
par une autre- fonction 4('^> Xf 0^)9 dépendante de la variation de 
densité du liquide suivant l'épaisseur de sa coucha superficielle. Nous 
aurons , par conséquent , 



D'ailleurs, en mettant / — s, l — ^, , u, au lieu de y, y^ (/, 




par suite 

T S=S J, COS Où. 

D après ces valeurs de P et 1", et à cause de S = o , l'équation ( i ) 
devient 

» — 9 + 9i cosû> + Q + V==o; (5) 

et il ne restera plus que Q et Y à déterminer. 

(42). Pour plus de généralité, considérons deux prismes liquides 
qui ont une arête commune d'une longueur indéfinie , et dont les faces 
adjacentes à cette arête se prolongent aussi indéfiniment. Soient ACB 
et B'CA^ (fig. 1:2) les sections de ces deux corps, par un plan perpen- 
diculaire à cette arête. Par le point C appartenant à cette arête, 
menons dans ce plan une droite DCE, et faisons 

ECA = a, ÈCB = A, DCA'=a', DCB'=A^- 

cbacun de ces angles étant supposé positif ou négatif, selon qu'il 
tombe à droite ou à gauche de la droite DE. Appelons Z€ l'action 
exeitrée parallèlement à DE et dirigée de b^s en haut, par le prisme 
dont la section est ACB sur un segment de l'autre prisme, compris 
entre le plan d^ la figure et un plan parallèle, mené à une dis- 
tance infiniment petite et ^ égale à €• Les valeurs de Q et Y se dédui- 
ront dç celle de Z, en déterminant convenablement a, h^ a\ b\ U 
s'agit donc de trouver l'expression de Z en fonction de ces angles. 

Pour cela, soient M et M' des points appartenant respectivement à 
ACB et à A'CB', et comj>ri8 dans la sphère d activité l'un de lautre. 
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Si Qoas faisonB 

te carre de la distance MM' aura pour valeur 

«• + w'* + :ujaji cos (V + %f) ; 

et si Ton désigne par r la distance M'm au point M^, d'un autre point 
m dont M soh la projection sur le plan de la figure^ et doni la dî»« 
tanœ à M soit représentée par X, on aura 

r* = a:* + w" + «'• + 2ia/ cos (^ + «O* 

[jes élémens de volume correspondans à ces points M' et m auront 
pour expressions iu'du'dif' et uiudxdui ef si le liquide dont sont for- 
més les deux prismes est le liquide inférieur auquel répond )a force Q , 
leur action mutuelle , dirigée suivant la droite M'm^ devra être repré* 
se ntée par le produit 

l\.aiuidxdudiidvdv>^ ; 

R étant la même fonction de r que dans le numéro précédent. 

Là somme des projections de u et i/«nr la droite DE, ou la partie 
MN' de cette droite interceptée entre les perpendiculaires MN^t MTf', 
sera ég^e. à u cos v-i" u! cos (/; en la diviaaat par- r, on aura le co* 
sinus de l'angle que ùàl la droite M'm avec ja direetioii de CD ; par 
conséquent, on aura - 

L'intégrale rehrthre à x s'étendra sentement depuis jtsso jusqu'à 
jr it±r 30 , iwrce* qtie Ton a douMé le résultat ; tes inf^gr^Ies relatives à 
u et tt^ seront aussi prise^depùis ui±io et V s:^ o jusqu'il ti = oû et 
«/bp fti • Quant aux intégrales qui répondent à (; et (// eDes auront 
pèm fînntes Tes angles a, &, a'; l/\el comme les élémens de volume 
dotftt on a fait usage Supposent les différentielles dv et dvf positives , 
M, par conséquent, tes angtes v et ç^ croissant danis ces intégra- 
tions, il faudra toujours prendre pour la première liniite relative à f% le 
plus petit dés deux* angles a et B , en ayant ^gattt i teurs dignes , 
et pour fo Krinite i*elritiVe t P'y te moindre d!ès deux angles a' et b^. 
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Cela posé, Tîntégrale quintuple se réduira à une intégrale simple, par 
l'analyse suivante. 

(45), Je mets xu^ xu'y jcdu^ xdu\ à la piacc àeu^ u'^du^ du' ; ce 
qui ne change rien aux limites zéro et l'infini des intégrales relatives 
à i< et E^. Il en résulte 

-^r" = :r» [i + w* + «'• + 2Mi^ cos ((^ + p')]. 
Cette dernière équation donne 

r^dr 



a^dx 



les limites relatives à r seront aussi r=oetr = oOy et la valeur 
de Z deviendra 

Z =: 2kf^^f^dr = — i^qk, 
en faisant, pour abréger, 

et ayant ^rd à la valeur de q du n^ ^4* 
Si nous faisons maintenant 

u=:pcos8, i/s=psin6, dudi/ ^=s pdp d6 , 

les limites relatives à p et 8 seront psso et pssoo, fisso et 

= ~7r, et nous aurons 

ou , ce qui est la même chose , 

•/o ^'^fiJJJ [i+acosflsînflcosCi'+i/)]* 

en mettant p divisé par V^i + 2 cos 8 sin 6 C06(v -^ p') & la place de p, 
ce qui ne change rien aux limites. • 
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Par les règles ordinaires, on trouve 






L'intégrale relative à 6 s'obtient aussi , mais moins simplement. Je 
fiiis d'abord 

il en résulte . 

cos fl = 4--(cos 8'— sin fl^, sin 6 = J- (cos 6' + sin ô') ; 
et si Ton appelle g l'intégrale qu'il s'agît d'obtenir, on aura 



.t" «■ 



/*« (cos ô cos f + sîn 6 cos s/) cos 9 sin ô ,a 
^ ^-rffl 
o [i -f- 2 cos 6 sîn ô cos (i* + i'')]* 



2i/i/. 



7 W^ # *• *' - /« • A« 



— (cos t> — cos 1*') sin 6' 



cos aS'dfi'. 



On peut supprimer la partie dbs cette dernière intégrale qui i^n- 
ferme le facteur sin 6' sous le signe f^ et qui se composerait d elé-* 
mens deux à deux égaux et de signes contraires; 6n peut aussi, 

en doublant le résultat , prendre 9' = o et d' = ^ ^ po^i" limites de 
'autre partie; et si l'on y fait, en outre, 

8Înfl' = ^, cos Ô'rffl' S= z/;^, cos 30' =1 !XJ^ j 

on aura simplement 






(cos V 4 - cos p') (i — y)<(r 

1+ cos {V + /) — 2J^ COS (l' + i^)]* 

En effectdapt cette intégration par les règles ordinaires , il vient 

_ co* *^ + co» '^^ 
^ SCi + cosCi' + i/)?' 

Au moyen de ces valeurs des intégrales relatives à p et à , la 
vafeur de k devient 
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> ^ p^ p^ (cos P 4- co» O àvdv' 

(44) • On a identiquement 

coê if -i- cos tf' j I «în (t' + O »în •'' 

et, par conséquent , 

/'y (cost^ + cos/)^/ r^ 008 i/ J/ /^y sîp(y4-i/)sîpt/<fi/ 

fl' [i + cos (v + */)]• "" Jo' i + cos(i'+ s/)^ J ^ {.i'¥w{y+^)y 

En intégrant par partie , on a aussi 

'*^ sin (i* + i'') sî D \/d\/ sîn f sin d' 



/ 



/**' COS /rf/ 

* 

et si l'on ajoute cette équation à la précédente , il en résulte 

/^ (cos i* + CO8 v) ds/ sîn V sin 11^ ^ 

a^ [l + COS (i' + V)Y I + COS (i' + h') l + COS(l^+l/) ' 

d'où l'on conclut 

J'effectue ces intégrations par les règles ordinaires, pais je subs- 
titue la valeur de A: qui en résulte dans celle de Z; il vient fina- 
lement 

Z=:î{sin è'[tang^(a + *0 — tangi(A+ A')] 

^sina'îtangi(a+a')— tangi(a'+A)]}. (4) 

Si l'on eût intégré d'abord par rapport à p, et ensuite par rapport 
à i^, on aurait trouvé cette autre formule : 

— sin a [^tang \(a-\- d)-^ tang j (a + *')j} > (&) 
qui doit être équivalente i la précédente. 



la 



p ^ 
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Dans les applications qu'on fera de ces deux formules , on se sou- 
viendra que les différences 6 «— a et 6^—* a' sont supposées toutes 
deux positives. 

Relativement à la quantité Y du n^ 38, il faudra prendre les lignes 
MF, MB', MA^ MN, de la figure lo^ au lieu des droites CA , CB, 
CA^, CB', de la figure 1:2, et la ligne FMO à la place de l'axe ECD^ 
à partir duquel sont comptés les angles a, a', b, h\ On aura alors 

â=:o, ^^ = FMB'= 'ir — û>, 

a' = A'MO = âP— TT, i'=OMN = a) — -tt; 

(û étant , comme dans le n® 4^9 Tangle KMN , obtus ou aigu , mais 
toujours compris entre zéro et ^, ce qui rend positives les diffé- 
rences h — a et V — a'. Il en résultera immédiatement 

V s= — 9 sin û) , 

quand on fait usage de la formule (5). Lorsqu'on emploie la for-- 
mule (4) , on trouve 

V == 9 cos Où tang Q ^ « j + cos a> — sin o) cot - e» ; 

quantité qu'on peut effectivement réduire à — ^ sin e». Dans le cas 
particulier de a» =: -9*^ la figure 10 montre que la force V est égale 

à la force P du n® 58, dont la valeur est, en effet, P = — q. 

(45). La quantité Z devient, en général, infinie, lorsque l'une 
des sommes a + a', b'^b\ ^i + è', a' -\'b ^ est égale à ± tt ; ce 
qui tient k ce que les deux prismes ont alors une face commune , 
et qu'on a supposé leurs faces infinies. Mais si , en même temps , 
l'un des angles a, 6, a', V, est zéro ou d= 'TT, le terme qui ren- 
drait la valeur de Z infinie se présente sous la forme -, et est réel- 
lement indéterminé ; circonstance qui exige une attention parti- 
culière. 

Supposons , par exemple f que les droites C A et CA' se confondent 
avec CE (fig. i3), en sorte que Zc exprime l'action exercée, suivant 
la direction CD , par le prisme -dont la section est BCE , sar la 
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couche liquide située à gauche de DCE et augmentée ou diminnée 
d'une partie correspondante à l'angle DCB' , selon que la droite CB^ 
tombe à droite ou k gauche de CD, c'est-à-dire selon que l'angle ^ 
est positif oti négatif. Ou aura alors 

a = o, a'= — 9r, A = ECB, ô'ssDCB'; 

et e^ faisant 

sin a tang - (û + a') = a: , sin a' tang - (a + û').= «V 

les formules (4) et (5) deviendront 

Z = q [«» b^ tang i A' — sin A' tang i (6 + i6') — ^'] , 

Z s=s — ç [sin A cot i & H- sin h tang - (ft + A') •+- ^vj . 

Or, :r et x' dépendant de deux quantités a et a' indépendantes entre 
elles ^ on ne saurait déterminer, à priori j les véritables valeurs de x 

et x', qui se présentent sous la forme - pour les valeurs particu- 
lières a=soeta'= — ^ ; mais il y a un cas dans lequel on a évi- 
demment Z = o , ce qui suffit pour la détermination des inconnues 
.r et a/. Ce cas a lieu quand on fait coïncider CB et CB' avec les 
deux parties CG et CG' de la perpendiculaire à DCE menée par le 
point C ; car il est évident que Faction de GCE sur G^CE est nulle 
suivant la direction CD. Si Ton fait 

i = ECG = - ^, ft'= DCG' = — i^, 

il faudra donc qu'on ait Z = o; d'où l'on conclut 07=-— i, a/=i. 
Par conséquent, on aura 

Z = çj^sin&'tangii'— sinA'tangi(A + A') — ']• 
Z =5 — q [sin b cot -b ^sinb tang -(&-+• b") — 1 J- 

On vérifie sans peine l'égalité de ces deux valeurs; nous pren- 
drons leur demi -somme pour l'expression de Z, que l'on pourra 

12.. 
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écrire ainsi : 



Z=— -q(cos b H-cos*') — i y (sin 6 + m. b') tang -{b + b'). (6) 

3 2 ^ 

On vérifie aussi , non pas chacune des valeurs de x et x\ mais leur 
différence ; car , à cause de 

sinâ^— 'sina = ^sin -{a' — a) cos-(a4-^0* 
cette différence est 

jc' — or = 3 sin - {a'^^a) sin - (a + a') , 

et, par conséquent, jc' — ar= a, dans le cas de a= o, ^'=:-— tt. 

Si l'on fait coïncider la droite CB' avec le prolongement CF de la 
droite CB, on aura b[=z — bi ce qui réduira la formule (6) à 

Z = — q cos b } 

4 

Z e étant alors l'action exercée , suivant la direction CD , par le 
prisme qui répond à BCE sur la couche liquide correspondante à 
FCE. En prenant pour b le supplément ^ — o) de l'angle qui a été 
désigné par œ dans le n"* 1 8 , la force Q , dont on a calculé la valeur 
dans ce numéro , sera l'intégrale de — Zds étendue à tous les élémens 
ds du contour de la couche liquide, sur laquelle cette force s'exerce. 
Or, à cause que la constante q est ici la même que dans le n^ i8, 
on voit que cette valeur 

Q = — /Ztsfr = — qfcM ùàdsy 

coïncide avec la formule (lo), que l'on a obtenue d'une autre ma- 
nière. 

La formule (6), ainsi que chacune des équations (4) et (5), suppose 
que les faces des prismes s'étendent à l'infini; ce qui n'a pas lieu 
dans le cas de la force Qc du n"" 38. Mais si l'on prolonge indéfini- 
ment les lignes OF eU AG au - dessous de la droite GL ( fig. i o ) , 
on n'altérera pas la .valeur de Q€ ; car , par là , on y ajoutera l'ac- 
tion de CFL sur le prolongement de G , qui est nulle suivant FO , 
et les actions de LFMB' sur ce prolongement • et de LFC sur C, 
qui sont égales et contraires. Nous' pouvons donc appliquer la for- 
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mule (6) à la quantité Q; et, pour cela, il y faudra faire 

tê étant le même angle KMN que dans la valeur de Y du numéro pré-« 
cèdent. De cette manière, on trouve 

Q = 9 (sin cû *f* cos ci) } 

on aura, par ^conséquent , 

V + Q == 9 cos « ; (^) 

et réquation (3) deviendra finalement 

* * ■ . 

9 — •• = (9+90côs«. (8) 

(46). Les normales à la surface du tube et k celle du liquide, me- 
nées par le point , étant sensiblement parallèles aux droites MK et 
MN, on peut rapporter cette dernière équation à ce point même de la 
surface du liquide. Ainsi , en un point quelconque O de la surface ca- 
pillaire, dont la distance à la paroi du tube est insensible, mais plus 
grande que les rayons d'activité des molécules du tube et du liquide , 
l'angle œ compris entre la partie extérieure de la normale au liquide 
et la perpendiculaire abaissée du même point sur la paroi voisine 
du tube , est indépendant de la courbure du tube et donné par l'équa- 
tion (8). 

Dans ce qui précède, nous avons supposé qu'il s'agissait de la sur- 
face libre d'un liquide placé dans le vide ; mais on parviendra à un 
résultat semblable , si l'on suppose que le point appartienne à la 
surface de séparation de deux fluides quelconques , pourvu qu'il soit 
toujours situé à une distance insensible de la paroi du tube : il sera 
facile» en effet, de voir comment l'équation (8) devra être mo- 
difiée. 

Nous supposerons, dans ce cas général, que les quantités q et ns' 
appartiennent au liquide inférieur; nous désignerons par q' et^' ce 
que ces quantités deviennent relativement au liquide supérieur, en 
sorte que éno^ soit une force provenant de l'action do tube sur la 
couche adjacente de ce liquide, et dirigée en sens contraire de la 
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force £^ ^R.<^* ^^i ^^'^^^^ étendifous^ oonune dans le nP 27, r^itégraie 
représentée {Mir q^ aux coughes adjacentes des deux liquides ; enfin , 
nous désignerons^ par^ Fanglè^ compris entre la partie de la nor- 
male à cette surface, contenue dans le liquide supérieur, et la per- 
pendiculaire k la paroi du tube , menées Tune et l'autre par le 
point 0. On verra, sans peine, que Téquation (8) devra être rem- 
placée par celle-ci : 

ç _ ^ _ ^' + ^' — (ç -|- y' 4. ç^j) coft ç , 

c'est-à-dire 

K = Gcos^, (9) 
en faisant 

^_^_ç'+^'î=iK, yH-ç' + 9, = iG, (10) 

Le coefficient G entre déjà dans ràfuatioii (7) d^ la surface ca- 
pillaire (a^ 2g) ; le coefficient K est une autre constante qui dépen- 
dra de la noatièi^ de3 deux liquide» et de eelle du tube , à raison 
des quantités «7 et ^'. Si l'an appelle F et F' les valeurs de K qui 
auraient lieu, relativement "au Uquidipi in£eideur et au liquide supé* 
rieur, considérés isolément , on aoira 

K = F — r,- 

eu sorte que la valeur générale de K peut se. conclure de se& deux 
valeurs particulières, ce qui n'a pas lieu à l'égard ^u coefficient G. 

L'angle 9 sera constant pour tous les points du contour àé la 
surface capillaii^, si toutefois le tube est bomogène. Si la matière 
du tube variait par degrés insensibles.,, l'angle p varierait de mémei. 
et serait toujours déterminé, en cbaque point, par l'équation (9). 
Réciproquement, quand cet angle sera donné par l'observation, il 
fera connaître la valeiur correspondante et le signe du rapport de 
K à G. 

(47)* .L'équation relative au contour de chaque surfiiice capillaire 
servira à déterminer les fonctions arbitraires contenue^: dans l'infcé- 
grale de rc<}n^tion de cette surface; mais cette dernière équation 
étant du second ordre , son intégrale complète renfermera deux 
fonctions, et il faudra deux couditioqs particulières poiur ks détermi-* 
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lier. Or^ )a projectkm da contoar snr le plan des x éi jr sera Ion- 
jours une couribe fermée. U y aura donp deux valeurs de ^ en 
fonctions de ;r, qui répondront à cette courbe; et 1 équation du 
contour devant subsister pour chacune de ces deux valeurs, sera 
réellement double , et fournira les deux équations nécessaires. Dans 
ces calculs, on pourra prendre, sans erreur sensible, pour la pro- 
jection du contour de la surface capillaire , celle de son . intersection 
avec la paroi du tube. 

Si Ton a placé dans l'intérieur du tube un autre corps solide , un 
cylindre, par exemple, qui traverse le tube suivant sa longueur, 
l'équation du contour aura lieu relativement à la surface extérieure 
de ce cylindre et à la surface intérieure du tube. Totitefois , pour 
qu'elle s'applique à la surface du cylindre, il faudra que son diamètre 
ait une grandeur sensible ; car cette équation suppose que les rayons 
de courbure de la surface du corps solide, contre laquelle le liquide 
s'appuie, soient extrêmement grands et comme infinis par ra[^rtau 
rayon d'activité moléculaire; condition sans lacpielle il n'aurait pas 
été permis de considérer, dans l'analyse précédente, la surface de ce 
corps coname un plan , *dans toute l'étendue d'aelrvité Ae ses molé- 
cule&^et de celles du liquide. En supprimant le tube^, -ou aura le cas 
d'un liquide qui s'élève ou a'abaisse autour d'un corps solide. 

En substituant aux variables x et jr^ les coordonnées flaires du 
point auquel elles appartiennent, c'est-à-dire son rayoÀ vecteur r 
et l'angle 0, qu'il fait avec un axe fixe , l'ordonnée z sera une fonc- 
tion de r et 6 qpi ne devra pas devenir infinie pour r = o, lorsque 
l'origine de ce rayon sera la projection horizontale de l'un des points 
de la surËBiee capillaire , et qui devra être nulle pour r =£ oo , quand il 
s'agira d'un liquide indéfiniment prolongé, dans lequel on aura 
plongé Tune des extrémités d'un corps solide. Ces conditions pour- 
ront remplacer, en partie, celles qui résulteraient de l'équation re- 
lative au contour de chaque surface capillaire. 

On conclut de là que les équations des surfiices capillaires qu'on a 
données dans les n** ag et 5o, celles qui appartiennent à leurs con- 
tours, l'équation indiquée dans le n* 5o et relative au v<rfume du li- 
quide supérieur, quand il y a deux liquide» superposés, et» si l'on veut, 
les conditions particulières à rsio et rt= co , seront, daps tous les cas. 



gft NOUVELLE THÉORUI^^ , 

en jDombre suffisant pour la détcrminatiou complète de la surface d'un 
ou de plusieurs liquides^ dans Tintérleur ou autour d'nu corps solide* 
Ces diverses équations renferment donc la solution complète du pro- 
blème, qui ne peut plus présenter maintenant que des diflicullés 
d'analyse : on peut les regarder comme Insurmontables dans le eus 
d'une solution rigoureuse et d'un corps de figure quelconque , à cause 
de la forme compliquée de l'intégrale générale dont il faudrait par* 
tir, qui comprend, comme cas particulier, celle de l'équation re- 
lative à la surface de l'aire minima^ et qui^s'obtient , sous forme finie, 
par le même procédé ; mais cela n'empécbe pas qu'on ne puisse dé-* 
duire de ce système d'équations différentielles, comme on le verra 
dans l^s deux chapitres saivans , des formules applicables aux nom- 
breux et très divers phénomènes de capillarité, que les physiciens ont 
observés. 

(48). Si l'on suppose que la surface intérieure du tube soit celle 
d'un cylindre vertical, la li^ne OMFC sera droite et verticale dans 
toute sa longueur; et il ne sera plus nécessaire, pour l'exactitude de 
l'analyse précédente, de prendre le point F, comme nous l'avons fait, 
à une distance insensible du point M. Supposons donc que le plan 
représenté par GFL, qui sera, dans ce cas, un plan horizontal, soit 
mené à une distance quelconque au-dessous de la surface AOB du 
liquide, et représentons par et sa distance au plan du niveau exté- 
rieur. Considérons le volume du liquide qui répond à LFMNB , le- 
quel sera sensiblement le même que celui du cylindre vertical, tron- 
qué par la surface capillaire, qui répond à LFOB. So^ gp^^ + A son 
poids ; Q étant la base de ce cylindre, g la gravité, p la densité du li- 
quide, et A la partie de ce poids soulevé ou abaissé par l'action ca- 
pillaire , selon que cette quantité A sera positive ou négative. L'autre 
partie gpcL^ du poids dont il s'agit sera tenue en équilibre par la pres- 
sion exercée en sens contraire sur la base 6, et qui représentera l'ac- 
tion du liquide situé au-dessous du plan GFL , sur la portion de li- 
quide que nous considérons; il faudra donc que le poids A soit 
soutenu par l'action verticale de la couche environnante et qui cor- 
respond à GFMNA , sur cette même portion de liquide. Or, l'action 
de chaque segment C de cette couche est égale et contraire à la somme 
4es forces qu'on a représentées précédemment par Te, Vc et Qé (n"" 38); 
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81 donc on, appelle c le contour de la base C, on^ sensiblement/ 
celui d'yone section lK>rizontale de la paroi dn tnbe^ et si Ton ob- 
serve que les £3rces Te , Vi et Qf sont constantes pour tous les seg- 
mens C de la couche liquide , il faudra qu'on ait 

A4-(V + Q + T)c = o, 

ou bien, en vèMu de Féquation (8) et de la valeur de T du n* 4' 1 

A -h (ç -)*• 9,)c cos û) = o ; 

résultat qui comdde avec l'équation ( 16) du n*' 36, en observant 
que le liquide étant placé dans le vide^ 9 + 9»^ est la valeur du.coef- 

ficient -H, 

Cet accord remarquable entre deux moyens aussi différens. de dé- 
terminer le .poids du liquide soulevé ou abaissé piar l'action capil- 
^ire, dans le cas d'un tube cylindrique et vertical,^ peut servir de 
vérification à notre analyse; mais il faut remarquer que la méthode 
qui nous a conduit à l'équation (16) est la plus directe , et qu'elle 
est aussi la plus générale, en ce qu'elle ne suppose au tube aucune 
forme particulière. 



i5 
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CHAPITRE IV. 

Équilibre dun ou de plusieurs liquides dans un tube capillaire. 

# 

(4g). Je SQpposerai d'abord qu'il n'y ait qa'ua seul liquide homo- 
gène et partout à la même température , ainsi que le tube de forme 
quelconque que l'on y a plongé par son extrémité inférieure, et je 
vais réunir, dang ce numéro, les formules relatives h l'équilibre de 
ce liquide, que l'on a obtenues en diffërens endroits des deu:r cha- 
pitres précédens. • 

L'équation commune à tous les points de la surface libre du li- 
quide, qui sont à une distance des parois dû tube plus grande que 
le rayon d'activité moléculaire, est 

gp.= iH(i + i,); (0 

le plan des x etj est celui du niveau du liquide en-dehors du tube ; 
l'ordonnée verticale z est positive ou négative, selon que le point 
quelconque M auquel elle répond se trouve au-dessus ou au-dessous 
du niveau; X et A' sont les rayons de courbure principaux de la 
surface au point M , et ils sont regardés comme positifs ou comme 
négatifs, selon que les lignes de courbure tournent leur concavité 
ou leur convexité en-dehors du liquide ; p est la densité du liquide , 
ou, plus exactement, cette densité diminuée de celle de l'air, quand 
le liquide n'est pas placé dans le vide; on suppose alors que la 
pression atmosphérique est la même en -dehors et en -dedans du 
tube; enfin, g représente la pesanteur, et H un coefficient cons- 
tant donné par l'expérience, et qui dépend de la matière et de la 
température du liquide. 

Les formules relatives à la courbure des surfaces donnent 
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^t, poar ^e cette val.eur ^^ t^'-^ ait le sigue convenable, il faudra 

regarder son dénominafaonrf dopt le eigoe est ambigu , comme positif 
on comme négatif, sefen que la normale menée par le point M , en* 
dehors du liquide, et la verticale menée par le même point , en sens 
contraire de la pesanteur ou dans le sens des z positives, feront un 
angle aigu ou obtus. 

Relativement à un point quelconque du contour de la surface 
du liquide, c'est-à-dire relativement IT tous les points de cette sur- 
face qui sont à une distance insensible de celle du tube-, mais tou- 
jours plus grande que les rayons d'activité des molécules du tube 
et du liquide, on a cette équation 

^ F = H cos», (5) 

dans laquelle oè sera l'angle aigu ou obtus, compris entre la partie ex- 
térieure de la normale au liquide menée par le point , et la per- 
pendiculaire abaissée du même point sur la paroi du tube la plus 
voisine de : H est le même coefficient que dans Téquation (i^ , et F 
une autre constante, aussi donnée par l'expérience et dépendante de 
la nature du liquide et de celle du tube. 

Si Ton abaisse de tous les points de ce contour, des perpendiculaires 
sur le plan des x et ^, qui formeront la surface d'un cylindre vertical; 
que Ton appelle c le contour de sa base, c'est-à-dire la projection ho- 
rizontale du contour de la surface capillaire, et que Ton appelle A le 
poids dans Taîr d'un volume du liquide égal à la partie de ce cylindre 
comprise entre sa base et la surface capillaire, on aura 

A es i*^ -< Hc cos ^ , 

xm^ ce qui est la même chose, 

A«-i<rF,. (4) 
A étant regardé comme positif on comme négatif, selon que la sur- 



,oo nouve£le théorie ' 

(ace du liquide sera située au^essus ou au-dessous du plau des x 
et f. Quand elle sera coupée par ce plau , A sera composé de deux 
parties, Tune positive et Tautre négative, et pourra, conséquemment, 
être nul , positif ou négatif. 

Quoique les deux constantes F et H ne puissent être données, 
comme nous l'avons dit, que par l'observation, il ne sera cependant 
pas inutile de rappeler les formules qui serviraient à les déterminer, à 
priori^ si les lois des actions moléculaires étaient connues en fonctions 
des distances. En faisant 

« 

et regardant r comme une quantité positive donnée par l'équation 



on aura 



I Y»w 

q, = -l^f;f^f%~dudsds', ) (5) 
«•= -TT^r TR' - dudsds'. 

2 J o J oj o r 

• 

Dans ijes formules, R, R', R„ sont des fonctions de r insensibles pour 
toute valeur sensible de cette variable, qui expriment l'action mu- 
tuelle des molécules liquides à la distance r et rapportée aux unités 
de volume , et qu'on regaixle comme positives ou comme négatives , 
selon que cette force est répulsive ou attractive : R se rapporte à l'in- 
térieur du liquide, R. à sa couche superficielle, et R' à sa couche adja- 
cente à la paroi du tube. Ces deux quantités R, et R' sont , en outre , 
des fonctions symétriques de s et s', qui varient très rapidement avec 
ces variables, et se confondent avec la fonction R, dès que s et s' sur- 
passent le rayon d'activité moléculaire. La limite / des intégrales re- 
latives k s et s' doit être de grandeur insensible, inais plus grande 
que ce rayon , et Ton peut supposer qu'elle soit la même pour g, et 
pour ^. On démontre que ces quantités ne changent pas sensible- 
ment avec la grandeur de Z ; et l'on fait aussi voir qu'on aurait 
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si l'on faisait abstraction de la variation de densité dans l'ëpaissenr de 
la couche liquide à lac{uelle répond chacune de ces quantités , et que 
Ton regardât, en conséquence, chacune deS fonctions R, et R' comme 
indépendante de j et ^ en-Jehors de r. 

A la rigueur, si le liquide n'est pas placé dans le vide, l'intégrale re- 
pr&entée par 9, devrait s'étendre à la couche atmosphérique adjacente 
k sa surface, et l'expression de H devrait contenir un troisième terme, 
relatif à l'action mutuelle des molécules d'air dont cette eouche est 
formée. Mais l'observation ayant prouvé que les phénomènes capil- 
laires sont les mêmes dans le vide et dans l'air, il parait que ce 
troisième terme n'a aucun effet sensible, non plus que la partie de 
Çi qui proviendrait de l'action mutuelle des molécules de l'air et 
du liquide ; et , pour cette raison , nous n'y aurons point égard. 

(5o)- Voici actuellement les conséquences les plus générales qui 
résultent des formules précédentes. 

L'équation (i) montre que la surface du liquide ne pourra rester 
plane , à moins, qu'elle ne soit horizontale et qu'elle ne coïncide 
avec le plan du niveau extérieur. En vertu de l'équation (5), il 
faudra, pour cela, qu'on ait F = o; réciproquement, quand cette 
condition aura lieu-, on satisfera aux équations (i) et (3), en pre- 
nant 2=0, et il n'y aura ni élévation ni abaissement du liquide, 
dont la surface demeurera horizontale. Mais j'ai déjà remarqué (n® 20) 
qu'on ne peut pas déterminer, à priori, la proportion des actions 
moléculaires du tube et du liquide que ce cas particulier suppose. 

Quel que soit le signe de H, il résulte de l'équation (4) qu'il y 
aura, en général, élévation ou abaissement du liquide, selon que F 
sera négatif ou positif, à moins que la surface du liquide dans l'in- 
térieur du tube ne soit^coupée par le plan du niveau extérieur, au- 
quel cas il y aura à la fois élévation d'une partie du liquide et abais- 
sement dans une autre partie. 

Si la surface intérieure du tube est celle d'un cylindre vertical , A 
exprimera le poids du liquide soulevé ou Caisse par l'action capil- 
laire; il ne changera pas lorsqu'on inclinera le tube (n^ 36) ; et, pour 
un même liquide et diflerens tubes de même matière, il sera propor- 
.tionnel, en vertu de l'équation (4), au contour c d'une section hori- 
sontale de la surface intérieure de chaque tube. Si l'on appelle b 
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ritîiv9 d^ «Mie «Mstkilir #t A Tord^Hmétt QwyeilM d« la mrîaoe du 
liqiiide«ooaim 



et y par conséquent, 

<)P|. piiftr^lM «jlwdras<o« des ^ism» aemUableSf Taire & est pro** 
portiOROaUe «Hi^rasré de c ; 1 alévalion tnoyecme A du liquide au-dessus 
d0 SQ& nÎ¥«im i^Kl^rieur ^ Mra donc de même signe 4^ F et en raison 
inverse du Qontour c , ûu^ plus généralement^ en raison inverse 
des lignes homologues des sections borisontales ^ qu'on suppose être 
des figures sêafiblahles. 

(5i)* Màintenamti considérons , en partieulier, le cas le plus ordi- 
naire, celui d'un tube capillaire dont ia surface intérieure est celle 
d'un cylindre vertical à base circulaire, et qui a son extrémité infé- 
rieure plongée dans up liquide homogène. 

La Buriace •eaptllaire Mra alors une surface de révolution ayant 
pour axe celui d« tubei au point où elle éoùpera cette droite , et que 
j'appellerai C, ses deux rayons de.eourbure feront égaux et de même 
signe. En appelant y leur taleur commune , on aura donc A = A'=7; 
et f on devra considérer y comme positif ou comme négatif, selon 
qu'au point C le liquide sera concave ou couTexe. Si Ton désigne par 
k l'ordonnée verticale de ce point C , positive ou négative , selon qu'il 
sera sttu^ au-dessuS <m au-dessouS du niveau du Kquide en-debors du 
tube ,^ on aura^ d'après l'équation (i), 

Awiin. (6) 

gfy ^ ' 

A cause ^u'il est ipdif pensable d'avoir égaid, en même temps, à 
l'attraction mutuelle des molécules fluides et à leitr répubion calori- 
fique, ainsi quel npu^ l'avons prouvé dansi le, cbapître pmmîer de .cet 
ouvrage, il s'en^suijt qvi'on pe saurait déterminer, à priori j le signe 
de H; car la iarc/ç, d'où dépendent \çs deux paiiies q 'et ç, de cette 
quantité , cb|in^ alQn 4^, ^W? daqs l'étcofidiie de sus valeurs seo^ 
sibles, ^c^pju q\\ç Tattr^i/çtion i| la distance, ir ^plus grande ou moindre 
.^ue la répulsif. TA^ l'^^^érieiiiçe jsijfapjt constamment prouvé que 
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Fëlév«lio0 du point ® «t toujôutis ucompâgnie de ht cOMatrtté âtt 
liquide, et que son abaissement n'a jamais lieu sans que le ]it}iiide 
ne soit cMEftee^ i\ h\A que h àk, dans toas \mcâ», le /Aétoe signe 
qn» y, te qai exige que H soit foujouifs une <fuatttîlé }>ositire. Gda 
nùM montt^ que, datis l'intégratiofi d'où dépend la Taleur de q^ 
qu'on peut eonsidérer comme la partie principëlé de H, d*est la f&trit 
âtlracthre quT est prépondérante; tandis qu'au cMmtnaire J^ force ré^ 
(Hikite Fenaporte , en. général , dans Itf sommation tielatiire k la jh^sm 
9km mr une surfece ^atit^n" 7) ; mais ces indication Aie suffisent 
pas pour qu'on en puisse tirer quelques conséquences précises sui" lea 
lois de décroissetnent de ces deux foi-ces , et sur l'étendue relative de 
leurs rampons d'activité. Quoi qu'il en soit , nous regarderons doréna^ 
Tant H comme un coefficient positif, dont la taleur absolue variera 
seule avec la matière et la température du liquide. 

(5^). Je représenterai par et le rayon d'une section horizontale , 
fitite dans la surface intérieure du tube^ que l'on prendra , sans er- 
reur sensible, pour céltii du contour de la surface capillaire, tracé 
stnr cette surface à distance insensible dé e^He du tube, et auquel con- 
tour Téquâtion (3) appartient. Sr le rayon « est extrêmement petit, 
on pourra supposer, du moins dans une première approximation , 
que la surface capillaire coïncide avec celle de sa sphère oaculatrice 
au point C. On aura alors 



cosarrss-*» i- 



tité est positive ou négative^ selon que l'angle eo est obtus ou ai 
En vertu de l'éqmation (5) et de la formule (6), noua aurons donc 






ce qui montre que le point C s'abaisseta ou s'élèvera suivant que la 
quantité F^ dépendante de la matière du liquide el de celle du tube ^ 
sera positive ou négative; et, d'apm U seconde formule, l'abais- 
sement ou l'élévatioa de C| pour un môme liquide et diffisren» 
tubes d'une mdnoM matière, senit eu raison inverse de leura diar-i^ 
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mètres ; mais cette loi est un peu modifiée dans la seconde approxi-* 
matioD. 

Le degré et le sens de la convexité de la surface capillaire dé- 
pendant du rapport de F à H et du signe de F^ il est bon de cher- 
cher à se rendre raison des diverses valeurs de ce rapport pour 
différens liquides^ Voici ce que. Ton peut dire à ce sujet. 

4®. Lorsque la matière du tube n'exerce aucune attraction sur 
celle du liquide qui s'appuie contre sa paroi intérieure, la couche 
du liquide adjacente à cette paroi doit ^tre dans le même état que 
la couche superficielle en contact avec l'atmosphère. Ces deux cou- 
ches liquides y d'une épaisseur insensible, transmettent la pression 
intérieure f l'une à la surface de l'air , et l'autre à la surface du 
tube; et cette pression est détruit^ par celle qui est exercée en sens 
contraire sur ces mêmes couches, et qui est due à l'action du calo^- 
rique propi^» soit des molécules du tube, soit des molécules de 
Fair, sur celui des molécules du liquide. Cela étant, les forces R. et 
R' seront les mêmes ; on aura donc ntr ^=^^q^i d'où il résultera 
F = H , cos û> =3 I, > =3= — a * et la surface du liquide sera celle 
d'une demi -sphère convexe par en haut. Ce. premier cas est celui 
de l'eau contenue dans un tube dont la surface intérieure est enduite 
d'un corps gras. 

n^. Si l'attraction du tube n'est pas nulle, la variation de densité 
du liquide ne sera plus la même près de la surface libre et près dç 
la paroi du tube, et l'on n'aura plus 4r = -7-^1 . Lorsque l'action mo-^ 
léculaire du tube sera la même que celle du liquide, celui-ci se 
trouvera dans le même état que s'il était contenu dans un tube 
formé de sa propre matière ; il n'éprouvera donc plus .aucune varia- 
tion de densité près de là paroi du tube; par conséquent, on aura 

o* = a9 (n® 49)) c^ l^i donne -F = — .^,et d'où il r&ulte 

^ Vu l'état de dilatation du liquide dans l'épaisseur de sa couche super- 
ficielle, à laquelle répond l'intégrale que ç. . représente , il est naturel 
de penser que cette quantité q^ est peu considérable relativement à q. 
Pans ce second cas , le rayon y doit donc peu ^fSérer de œlui du 
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tube, et la forme du liquide doit être à peu près un hémisphère 
concave. -' , 

5*. D'après l'examen de ces deux premiers cas, nous pouvons a^ 
mettre que si la force attractive du tube passe graduellement de zéro 
à une intensité égale à celle de l'attraction du liquide sur lui-même , 
la quantité 4r passera en même temps de — q^k 2q; la quantité F, de 
H à une valeur peu différente de — H, et la forme du liquide , d'un 
hémisphère convexe à une surface concave, à peu près hémisphé- 
rique , sans qu'on puisse assurer néanmoins que la figure du liquide 
et la valeur moyenne F :^ o répondent à une attraction du tube 
égale à la moitié de celle du liquide (n® ^o). 

4^. L'attraction du tube continuant d'augmenter et devenant supé- 
rieure à celle du liquide, on peut aussi admettre que F continuera (le 
varier dans le même sens qu'auparavant , et finira par surpasser -— H« 
abstraction faite du signe. Alors, l'équation (3) ne sera plus possiblçj 
et comme elle est nécessaire à l'équilibre du liquident cet etatserA 
également impossible. On en doit donc conclure que quan^ Tattracr * 
tion du tube sur le liquide l'emporte sur l'attraction propre du li* 
quide, une couche de ce fluide, d'une épaisseur aussi petite que l'on 
voudra , s'élève au-dessus de là surface capillaire , le long, de la paroi 
du tube et jusqu'à son extrémité supérieure. Dans ce cas, on pourra 
remplacer la paroi du tube par une surface cylindrique, tracée dans 
l'intérieur du liquide et indéfiniment prolongée au-dessus et au-dessous 
de la surface capillaire^On supposera que l'action du tube ne s'étend pas 
jusqu'à cette paroi fictive, et que la distance de cette paroi à la surfisice 
extérieure de la couche mince du liquide, élevée au-dessus de la sur- 
face capillaire, soit insensible, mais plus grande que le rayon d'acti- 
tivité des molécules du liquide. De cette manière, on aura nsrs=s 2qi 
«t peur tenir compte, dans le n® 58, de l'action exercée sur le seg-- 
ment qu*on a appelé C , par la couche verticale du liquide supé-- 
riéure à C, il faudra diminuer cette force <Z9*, de pelle qu'on a dé- 
signée par U ( n"" 4^ ) ^^ qu'on a trouvée égale à -^ ^i* On aura 
donc , dans le cas dont il s'agit , 

■ • ■ 



et, par conséquent, ^ ss «i; c'est-à-4iUre que le liquide sera con- 

«4 
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"tttvç et inâniiif^hérique. Ctst ce que Ton obsenre^ en effets toutes 
- {es^fois que le tube est susceptible d'être mouillé par le liquide^ et 
^'il ia élë (réàlâbleflieût humecté dans toute sa longueur. Lorsque 
fou u^à ](>âs pria cette précaûtioû ^ le frottement du liquide contre 
le tube s'oppose à Vélévation de la couche mince du fluide au-des- 
sus de la swface capillaire ; ce qui donne lieu ^ comme nous l'ex-* 
cliquerons plus bas, à difiérens états d'équilibre , dans lesquels la 
courbure de cette surface et sa hauteur au-dessus du niyéau inté- 
rieur n'atteignent pas leur maximum. 

(55). Dans lé Oas de F =^ — H, qui a lieu le plus communé- 
ment , on aura 

* 
%it^ nVâSfisiÇléi^ntv pour abréger, que la partie principale 9 de H f-et 

^.fitethsuant sa ^al^ûr en intégrale définie. 
V</'Sugposi>t)ft^eJ0 température change, et que à, p, R, 
hTii', tt^ '<m;4î%;de. tnème* 



deviennent 












en négligeant la» petite jfariation dtf * a qui» pourra avoir lieu. Or, 
quand la densité augn^nteïfiiu.-dyziinueik.le nombre des molécules 
que rg|sferme chaque unité de yolttme, varie suivant le même rapport ; 
par-dstte'Faiaony l|i quanliiéft,^ jreprésente l'action mutuelle de deux 
unités j^^ypkime |tu • liquide , devm i^rier dans le> rapport du carré 
de la densité, p'ailleur^,^ l^a fqrce' attrj^ctive de deux molécules ne 
change pas * avec leur température , /nais seulement leur répulsion 
mutuelle, qui dépend de la quantité de chaleur qu'elles' contiennent. 
La première de ces deux forces étant pr^ondérante dans la valeur de 

Kr^dr, si l'on fait abstraction de la variation de la seconde, 



/. 



o 

îlv suffira donc de fiatire 



• ¥• 



— 5f 



fû 



et en comparant l'une a l'autre les valeurs précédentes de h et h', 
on au» 
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■ :■■■■■■' *'=!*.■",,' :;:;;;- ; -:■:'':;:;;;:; 

L'expérience rnootre, en effet, que pour un même liquide k'.',â]B^ 
rentu temp^lurts, VéHktiliow <N pAiA C cf*Mt*^t6pMtiil«ilrilbitfént 

chaleur, ou du moins sa variation, que nous avons qégË^^,'- ifi 

qu'une influence insensible Ài^l'integi^fe"^./ Kr*cir- •, , 

Si l'on désigné jtài'Um t/ deiii fVactte pi^ti^Wtfoat 1^'^tiàé 
soit l'unité, et qu'on mêle enseUible déaxli^dès^ÀdH^liT^lJlfit^iSîi 
de M à «', il est aisé de voir que 1» vaJéwtde cette intégrale, relative 
au mélat^e , sera de la forme : '^ >\' 

en désignant par U, U, , U', des co-eiriciens indépendans de u et u', 
supposant que les' températujres des deux liquides sont égales entre 
elles et les mènjef avant et apr^ le Tnélange, et négligeant totijoiiis 
le changement d'intensité de là force répulsive qui peut résulter de 
l'absorption de chaleur dont If^ naélaage est accompagné. Cela.étaat, 
si l'on désigne par c la 'Weur du produit hp qui répond au liquide 
mélangé, on. aura « ■"'3^ " -, « • 

f, J, , /', étant aussi des qjbi^tit^ tèdéperfd^tes de u et k', dont 
la première et la âerpiërft«cnii les v^urs dé^'^*relatiFé%am deux 
liquides séparés. Il serait intértts^ .df .^rifier.t^tte fomfule , par 
l'expérience, -pour différentes pnpOTtionft dcAces .deux liquides', en 
supposant /et /' connus, eV^^ ■AVjOK:>4éfwmiopVi <4>Pf»q k 
valeur de v qui répond, par exemple g- à us=u'ss-. Si elle s'ac- 
cordait avec l'observatioa, , Ffiypothèse iJê la non-influence sensible 
de la chaleur sur la valeur de / R^c^, autrement que par la dila- 
tâ4i»daliqpidc-«:a9:in)inwràitt(Miit-MitM<Onfirrei£q. - :< .. d; Ai,. 
. (â4). Les réfléÛOTK pi^éoédentaw rapporte^ àh la partir jthylih^ 
de la question. Revenons actuellement à la partie mathématiqiie , et 

I.4.. 
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considérons de nouveau la sur&lk de révolution qui termine un li- 
(jaiàe contenu dans un tube cylindrique^ vertical et à base cir-- 
culaire. 

' Si Ton fcenà VàM de ce tube pour celui des z , et qu'on appelle 
t la distâSbce du point quelconque M de cette 8ur£sice à cette droite. 



on aura 

« 



rojQ^omiéa z du inéiâie point sera «ne fonction de tj et, cela étant , 
ott trouveit que Téquation {2) devient • '^ 






d^z ^ \ dzf , dÉ 



:\ 7 H^ ~ î 



cé qu'on" peut aussi voir^ observant que les deux rayons de cour* 
bure** principaux d'une surface cje révolution sont^le rayon de cour- 
fiure dç s^' courbe ^génératrice , et la normale à cette courbe , dont 

• • '. . i/€Û'-4- dz^ -, ^ . 
la longueur est t^ — r • En faisant 

réquation (0 d^Î6ndi^4opc . • • 

d^t I ^/ .dx^\ ^ 

* de'^l dtV^ di^J %z 
et Ton pourm la remplacer par cêlle^â : 



dz 

''" t^jztdt, (7) 



qui s'en déduit en la multipliant par tdt et intégrant, et dans la- 
quelle l'intégrale yzCe& commencera avec la variable t. On aura« 
en même tenïp8> * 
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cos a = — ^ ■ r : 



le signe du dénomioateur étant le même que dans le preinier membre 
de rëquatîon précédente^ où il se détermine conmiQ*il li^été dit 
plus haut (n? 49)* ^î donc on fait aussi 



9 * *■ 

F = iH, cos€ê :i^ b , . . • / * 



\ réquation (5) deviendra . - % v # 



^+^vA+l==<»^ («)' • ^ ■' 



«^ 



elle n'aura lieu que pour ^ = a ; et la constante b qu'elle renferme 
ne surpassera pas =bi. 

Cela posé, l'approximation à laquelle on s'est arrêté, dans le 
n® 52 , revient à prendre ^ 

%==* + > — y/r + f, 

su regardant le radical comme une quantité de même signe que y. 
Elle suppose que le rayoii>^ du tube soit très petit par rapport- au 
produit ab. Pour la poncer plus loin , je ^ - 



u étant une Variable très petite et telle que l'on l(t u sa o^ et 

^ s= o , quand ^ = o , afin que h soit toujours l'grâonnée du point 

C où le plan tangent est horizontal; et y déirignant une constante 
peu di£rérente du rayon de courbure y , relatif au mêmef point. En 
vertu de l'équation (6), on aura, comme précédemqient , 



a» 



7 



En substituant la dernière valeur de z dans le second membre 
de l'équation (7), on y pourra, dans cette seconde approximation, 

négliger le terme ^/uidL De cette manière , on aura 



tio 



lUVELI 



... \ »^; ♦ •.• 
Je sol^sfltae la nfi^me yaleur de z dans le pi^mîér membre, et je né- 
gligente carré dé ^; tirant ensuite la valeur de ^ , il vient 

• ■ 

• * • au _ fi -yL 1^L\ y'^* a/V— v/>'''— O 

, - di — \y "^ia- y') ,.,_ gA iaU y/7^^^' 

Or, potfr que te valçur de« qf|i €fti résultent ne devienne très grande 

pour aucune valeur de f , il faudra que le terme divisé par (y • — ^)* , 
disparaisse de cette expression ; on fera donc 



/ ^ 



d'où l'on tire > à très peu près , 

>=*> — è? 

à caMe que fcm iif Mj^posé y très pétt diflëttsttt' de 9^, ce qtii exig(^irâ 
que la fraction ^ soit très petite , et résultera effectivement de la 
supposition de dk trèr petit paff rapport à ta>. On aura maintenant 



il,. 'rJ :J«lJj.LJ^ •'!'-.'' 






et ) pat* codscquétlt , 

Il ne reste j^ltfô qtk'îf déterminer ^ et 5^'. Or, les équation^ (7) et (8) 
donnent 






y 



en fiiwwilt >éi^ ^ -ir ^«t et observant que À ss — . On en déduit 
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A la [riace de z^p je mets dans ces ëquaiions la formule (lo)^ moins 
son premier terme. En négligeant les termes dirises par a^f 'ûwali 
d'abord 

— C^Or S^ «^ -f- -^ -t- ^^ — - ^ 



t^ 



y ^ éi^ ^ 3ii^ 3a' 

d'on Ton tire la valeur de 7, et ensuite 
On aura , en outre , 

on l'on substituera pour y' sa valeur précédente. 

On ne pourra pins frire usage de ces formules, lorsque b sera une 
fraction peu considérable. Si elle est très petite , la courbure du li«* 
quide le sera aussi ; y sera donc ti^ grand par rapport à et ; et Ion 
satisfera , par approximation^ aux équations (7) et (8) , en prenant 

' 2^ ' y' ^ à 

(55). Toutes cboses d'ailleurs égales, si le tube, au lieu d'être 
plongé dans le liquide par son extrémité inférieure , est adapté par 
son autre bout k un orifice pratiqué au bas du vase qui contient le 
liquide 9 les équations (7) et (8) auront encore lieu (n? 5o) ; mais le 

radical y/i + ^ y,$ende signe contraire k celui qu'il avait dans 

le cas précédent ; et , dans la première approximation , il frudra 
prendre 

^ = A — > H- \/y — /• ; 



le radical >/>' — ^ étant , comme précédemment , de même signe 
que le rayon y. Or, pour avoir égard à ces difierences, il suffira de 
compter les z positives en sens contraire de la pe^nteur, et de chan* 
ger le signe de cette force, et, par conséquent, a' en —a» dans les 
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• 

formules précédentes. Il en résalte que rabaissement du liquide au- 
dessous de son niveau , dans ce yase ^ sera un peu différent ^ selon 
que le tube y sera plongé par son extrémité inférieure, ou qu'il y 
sera adapté par son extrémité supérieure: Si Ton sl, par-exemple, 
6 =3= I, on aura y == *- a; et, en vertu de Féquation (ii), cet 
abaissement sera 



a* « . *3 



7-3+35i(lo€4-i). 
dans le premier cas, et, dans le second, 

ce qui excède de -^ 1^ première valeur. Il fiaut évidemment que 

b soit positif, pour que l'équilibre soit possible dans le second cas. 
(56). Dans le cas le plus ordinaire, où le tube a été préalable- 
ment mouillé par le liquide dans toute sa longueur, on a 6 s= -^ i, 
y =?: oc, çt l'équation (i i) donne 



«• « . «t* 



Les seules expériences exactes qui aient été faites sur l'élévation des 
liquides dans les tubes capillaires sont celles de M. Gay-^Lussac. Elles 
se rapportent à la formule précédente, et sont assez précises pour en 
rendre sensible la partie qui n'est pas eiji raison inverse de cl. Relati- 
vement a un liquide dont la matière et la température sont données , 
on déduira la valeur de a% de la valeur observée de h pour un rayon 
donné oL. La formule fera ensuite connaître la bauteur h qui répond à 
un autre rayon a, avec d'autant plus d'exactitude que la fraction 

r- fiera moins considérable. 
a 

Ainsi, par exemple, dans un tube mouillé d'eau à la température 
de 8^,5, pour lequel on avait 

a sss o'"»,6472 , 
M. tGav-Lussac a trouvé 
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On en ocmclal • 

a' =s (i5,i399) millimètres carrés ; 

il en résulte que pour 

ou devïa avoir 

Suivant M. Gay-^Lussac, on a i5°^,586i; ce qui ne diffère que de 
o"*,oo3a. Où peut remarquer que la différence serait beaucoup plus 
grande, si Ton n'avait point égard au deuxième çt même au troisième 
terme de la formule. 

Si la surface capillaire n'était pas tangente à la paroi du tube , et 
qu'on n'eût pas 6=qpi, il faudrait',' pour déterminer la valeur de 
b, mesurer la flèche du ménisque qui termine le liquide, dans le 
cas d'une valeur particulière de ce, et l'égaler à l'excès de la valeur 
de z relative à tssia, sur l'ordonnée k du centre C. Cette équa- 
tion, jointe à celle qui résulterait de la valeur de h, mesurée pour 
la même valeur de a, suffirait pour déterminer la valeur de &, 
en même temps que celle de a; mais la. mesure directe de la.flèçlie 
du ménisque est peu susceptible de prànsiou ; et nous verrons , par 
la suite , qull y a d'autres moyens d'obtenir le^ valeurs de a et & .daps 
le cas où la surface du liquide fait un angle avec celle du tube. 

(Sy). Supposons que l'on place dans l'intérieur d'un tube, comme 
celui que nous venons . de considérer, un autre cylindre semblable,, 
ayant le même axe vertical; le liquide compris entfé ce cylindre in* 
térieur et la paroi du -tube sera encore terminé par une surface de ré- 
volution. Si les angles a relatifs i, la matière du tube et à celle du 
cylindre sont tous les deux obtus , la génératrice de cette surfitce 
sera concave par en haut; elle sera convexe s'ils sont tous les deux 
aigus ; et si l'un est aigu et l'autre obtus, elle pr^entera un point d'in- 
flexion. Dans les deux premiers- cas ,^^il y aura sur cette surfiice une 
ligne circulaire et horisontale , pour bquelle toutes les normales^ ii 
eette surfistce. seront verticales, et qpi en sera une ligne de courbure. 
En prenaal K pour soo rayon de courbure, on aura A=: co ; et si 
l'on appelle C celui de la générairice en up point € , où elle coupe 

i5 
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la ligne horizontale , et que Ton regarde € comme posRtîf on comMe 
négatif, selon que la j^én^r^Xr\ee sera concave ou convexe par en 
haut 9 on aura X' z=zC. En désignant donc par / l'ordonnée z de ce 
point C, nous aurons , d'après l'équation (i), 

et en comparant cette valeur % ta formule (6), on en conclura 

Si la' distance comprise entre le cylindre et la paroi du tube e^ 
très petite , par rapport à la constante a relative à la matière du 
liquide, la génératince de la sur&ce de révolution se confondra sen- 
siblement avec son cercle osculateur au point C. En appelant alors 
et la distance de ce point à la paroi du tube, on aura a^zz^^Ccosc^, 
et, par conséquent , Ç =^ (a^ 62), si Tangle a est le (nème que précé- 
demment; il en ^sultera donc ls&-h. liprsque l'angle (ê sera ausçi le 

même à la paroi du tube et à la surface du cylindre intérieur, le 
point C se trouvera également éloigné de ces deux surfaces, et a 
sera égal k la moitié de la distance qui les sépare ; d'où Ton voit 
que rélévàtion ou rabaissement du liquide entre ces deux corps de 
même matière n'est que la moitié de son élévation ou de son abais- 
sement danë un tube capillaire dont le diamètre est égal à leur 
distance mutuelle. Quand la matière du cylindre intérieur différera 
de celle du tube , le point G ne se trouvera plus à égale distance 
des deux surfaoes. Si l'on désigne par a' et â>' ce que deviennent 
âbet tti velativeraeiit à la sui^œ du cylindre, on aara«^=— Ccos ai', et 

l'on pourra aussi prendre Z=- A', en appelant A^ la valeur de h dans 

un tjobie ,€apiUai,ra de la même ivuUiè;^ que le cylindre et d'un 4ia- 
mètre, .^al à «^ 14a fiiomAie ol^ tC sera donnée , et l'on déterminera le 
rappftpt{4^.^^ dewCijparti^, ^u nM>)(çu dç l'équation <x co^(f/ ^=^0! co% {û. 

Gomme ces réfailtats sont indépendans de la Govrlmre du tube et 
de celle du cylindre intérieur, «t qu'ils supposent seulement leurs 
surfilées. fyès r^pprockée^^t partout cg^ement distantes Tuiie de 
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l'autre , il s^ensuit qu'on peut remplacer 1^ tube et le cylindre 
par deux corps ' termiû& pardeâ jilans'^f^Uèles et verticaux dont 
la distawç^ muf^pIlç.jS»ft ,tr^ paf^ ei5(pinple,.,^«ii$ ^c; 

cm dft J4 méfpae. xxff^tf^ ra))aj^meut d'im H^i44 

e<iti)e.Qe^^4eiM>;'Plb|i^,,p»^^ valitVjr dç /,^sef;^;sQp^ttfl de,çp\Ui,dB^ 
qui a lieu dans un tube capillaire dont le diamètre est f^f^ii^^^uf; 
di^Q^niii^t^^lle^ ae.q^i est.qQQfoiTOÇTii»)'e:fp^neoct^ Pl^ti^ifie ifis, 
e^,4anfl celui 4'iW ti»frfr,et d'(i>n C3^in4rç^ o^ l'oi|]v^p*f* 

calcutei^ 1^ v^a» à»iM^^ plu» d'waclftude p^r. l'^Miialy^^v fl^i^* 
umA^Ù h ciVf^X^ut^. a n^fist f^ttk^, gra<i4«: psin' i^ppprl^^. ],'(^paifîfW> 
du liq^ide^ a^ bi^a„JBÎ)les'deu3hq(^rpi.|saqt de misera d90anmtejpi<<^ 
<]|uila suf{ace!.da«iliqi^4e.sabi#sft Bn«> inj(!fpci)Qn.y ^. faa4^ pec^^^ 
à daûtres méthodesi^ .aii\si qu'pn 1^ .y/e^r» daas ^{çhifÂti^eYlpia^ 
quel ce problème appartient plus spedalemeo^; . , ; . , ; o • * ; i -i p r u 

(5.8)^ X''¥I^J^ duifi^ ^ y^enéra. facilement, a]^ca;^^<m^^,sur^^^ 
infemure du tidie, aaUeu d'(ê^cx^Bdriq^e;f.sera, uj;^.^^ 
conque de révolution, ayant tjpujours son axe vertical, et un dia- 
mètre tfis ivetitdàtis «m«e sa lônglRiuV. ' •' 

Dans <e cag^ gé&érâl, scHûQtOCA cA«QOI^(fig- i4| kasttrf^^wdtU li-^ 
quidt et du tube ^ tf ES kur axe comomit. Par ^ poii^-^^p^^^komlPifi 
0.| affiartenaol; aUi csontour de. la suiface du l^iûd^^inenojîigdA pe^n 
ptudkulaireB^ON» 01^./ OH ^ à eette 8firÊa:e^r|^>4:eUe 4u*tl|b|e et à<U 
verticale FB. Supposons la nonttali^ QK* icopipittciidaiis^ :1a ! matière 4ii 
tube, et la normale ON extérieure par rapport au liquide, ce qui dé- 
terminera le sens de cettie idrditêr, en obsenraàt que le point s'é- 
carte un tant soit neu de la paroi du tube. JU'angle KON.sera celui 
que nous avons désigne |)ar a> , et dont le cosmus est ^^^ eu con- 
tinuant de faire F = 6H.,Apg^ns i l'angle GOK, aigu ôu'oofus, 
que fait la normale OK avec lé prolongement OG de OH, et C le 
eosinu^^deit^aogle 60M compris «iitref'le mémeiprt>lMig.ent6iMhet la* 
normalUtOllu NcniB auitonai 

r 

€ = 5 cos idt yi — o^ sin i , 

selon que 1^ droite OK tombecik; en^ehors ou en-c^edans de l'angle 
GON ; et si nous désignons par et \e rayon OH du tube , qui ré- 
pond à la surface du liquide, noo» atiMttêr 'asÉi^ 

i5.. 
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S+^v/'+^=0' C'^) 



eo SsiisaDt t :ss et après les différentiations. Bans cette équation , le 
radical aura le même signe qne dans les équations (7) et (8). En 
la joignant à Féquation (7) , on aura les deux équations qu'il s'agira 
de résoudre. 

n faudra, pour cela, distinguer deux cas : le premier aura lieu 
quand la yerticale menée par le point ne rencontrera pas de nou- 
yeau la surface du liquide, comme dans la double figure 14 ; 1^ s^ 
cond, lorsque cette verticale rencontrera la surface en un second 
point (y, comme dans la double figure i5. Dans le premier cas, il 
suffira de mettre C à la place de b dans les formules du n^ 54 9 Jpoiar 
qu'elles s'appliquent aux équations (7) et (12); le second cas exigera 
une attention particulière. 

U j aura alors un certain point T, compris entre et 0^, pour le- 
quel la tangente à la courbe OO'C sera verticale. Dans la partie TC 

de cette courbe, le radical l/^ + ^i^ s^n une quantité positive , 

et dans la partie TO, une quantité négative, d'après ce qu'on a dit 
précédemment (n^ 49)* ^^ s'ensuit que , quel que sôit la constante y , 
on satisfera à l'équation' (7), ou, par approximation, à l'équa- 
tion (9), depuis le point C jusqu'au point T, au moyen de l'équa- 
tion (10), dans laquelle on fera toujours 

Pour satisfaire à réquation (7), depuis le point T jusqu'au point 0, 
on prendra 

z^h + y' + S/y^-^-^ + ^i 

le radical ayant le même signe que y', et v étant une variable très 
petite qui devra être telle que cette valeur de z coïncide au point 
T avec la formule (10). Ce point répondra à t :=s y'; il fieiudra 
donc qu'on ait 

pour cette valeur particulière de t. 
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Comine le point C u'apparlienf pas à. la partie TO de la rarfincei 
il ne sera pas nécessaire que l'intégrale fzUk^ coptenue dans le se- 
cond membre de Téquaiion (7) , s'éyanouisse ayec tf quand on y subs- 
tituera la yaleur précédente de z. Je pourrai donc supposer qu'en 

négligeant le terme ^f^tdi^ et mettant — au lieu de h^ Téqua-* 

tion (7) devienne , par la substitution dont il s'agit , 



'* <^iy-t~'-^^: (■') 



«f< 



en sorte qu'elle ne différera de l'équation (9) que par le signe du der-* 
nier terme de son second membre ; ce qui est nécessaire pour que y' 
soit le même que dans la formule (lo). Je substitue la même valeur 
de z dans le premier membre de cette équation (i3); je néglige le 

carré de ^ ; et en ayant égard à la valeur de y\ et observant que 
le radical 1/1+22^ maintenant une quantité n^ative, il vient 

ce qui donne 

*^ ~ 3fl* *^ ^ ' 

en intégrant et en déterminant la constante arbitraire au moyen de la 
valeur de 9 qui répond à t^s,y\ La valeur correspondante de % sera 
donc 

ce qui Be diffère de la formule (10) que par le signe du radical 

Ainsi I lorsque la sur&ce capillaire est rencontrée en deux points 
par chaque verticale, dans sa partie voisine de la paroi du tube, 
l'équation (10) appartient à la surface entière , en y prenant ce radical 
avec le même signe que y\ depuis le centre de cette sur&ce jusqu'à 



€aotiiaim«i dapm eette. àmri>e j-usqulaii caiitowr de^i» svaft^e. 

Quant» à la valent? da- y qu^k.j faudra enoipkrjrer ^ on la délemii^ 
Btii|>eii £N8ant tuaïm dan8<réq«ation.(i3); orqmi^doDne^, en* nieMaiit 
^. .^u liei^ de y 4an§ les termes divisea par a*^ et ayant égitfd. à 
Féqtiation (li), 



«• ^^ «•> Viy^ 2 (y^ — *') 



s: 



d'oi^Von tire • 

en négligeait les termes divises par ^x^. On aura, en même temps, en 
lié^ikeànt eefiix qui ont a* pour diviseur , 

et si Ton compare ces formules à celles du n* 54> on Voit que Tordon- 
néé dû éentré^ë la surface et sa courbure en ce piiint ne (fifierent que 
par le signe du radical y(t— C* ;de celles^qui ont lieu lorsque la sur- 
face n est rencontrée qu'en vn seul fWf^t par chaque verticale. 

D'après la remarcjue du n"" 55 , pour appliquer ces diffëvontes? ibr-* 
mules au cas où le tube sera adapté pai: soft extrémité supérieure au 
bas du vase qui contient le liquide, if' suffira d^y changer a* en — a*, 
et de compter les z positives dans le sens de la pesanteur. 

On peut observer que dans lé cas de ^=.db i, on a y'^^z^^a; 
ce qui doit être, en effet, puisqu'alors le contour de la surface ca»- 
pillaire cowodie avec la courbe pour laquelle son plan tangent est 
vertical. 

Ç^\ hes différentes formules du numéro précédent supposent 
connu le rayo^U a de tk section du tube à laquelle îe liquide s^ar- 
rètera. Or, on formera l'équation dont sa valeur dépend, en éga^*- 
lântf-^nfrë'! elteê im Aê^svt exprem^ÎÉs de z qu»' nlp4Md«ti« au' eon- 
touîr delàfsvrfiicie Ai liquide) et dénif J'iifieMt% ddaiiée parf^équitiMi 
Aè'c^fttte ^icÀffà!», et.)Vutne parcelle ûkt k soifaeeifi^ietift dtittfbe, 
^Ifé^ Mtti» cofMMAttie Fm^ f^ e^tt^- fmction de ««S'il s'agit», par 
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aempkr, >à^wa «teedpoît à bàke dnnilaare, i sera Cboglf donnéiel 
eoiMtaat ^oe hit k génàralrîce a^ec son afxe yertical, vet Ton aura 

«=:(* — ejtangi, 

pour la valeur de z firarnie par Tequation de la sur&ce du tube ; 
e étant le rayon de la secjdon fidta par le plan du jaiveau extérieur. 
On égalera donc cette valeur à celle qui résulte de Téquation (lo)^ 
en y faisant < := a, mettant C au lieu de 6^^ et donnant le signe con- 

Yfnaide au radî^ \/>'* — «*• 

,(6o)« L'inflntnce de l'inclinaisan i sur l'élévation et Ja conrbwe 
4n liquide, explique ce qui ancive quand il atteint Tune des deux 
^l^tréniités dif tubek 

•Snppospns^ pour fixer les id^, que la surfiace intérieure du tube 
sait /celle d'un cylindrç vwtical^ et que ses exlrémités^ent termi- 
nées par. deux «attifas jsurfeces de révolution , iiyant le naénie a«e 
qne ce cylindre. Soit FB cet axe (fig. i6), UD* la génératrice de k 
snr&ce intérieure , DPQ et DT'Q' .celles des deux snriaces extrêmes , 
QCA qu OCÀ^ celle de |a surfice du liquide, ^elon qu'il s'élèvem 
ou>s'ahaissera par rapport à son niveau extérieur, repr)^nté<^ par 
GJ9. £ai* un point quielconque du contour de la surface capil- 
laire, menons en -dehors du liquide les normales ON et OK i sa 
suriace et k celle du liquide, de .sorte que NOK soit l'angle quVm 
a désigné par ai, lequel angle est donné et invariable, quelque part 
gne soit le point 0. A mesure que Ton enfoncera le tube dans le 
^quide^ le point se rapprochera du point D., s'il y a élévation 
^«dessus de GH. Tant qu'il n'aura pas .atteint le point D, la aup- 
fiee du liquidée ne diangera pas, non plus que l'ordonnée CH du 
pwnt C où elle coupe Faxe FB; l'uiie et Vmatte se détermineront 
par les formules du u^ 54* Quand le point aura dépassé le point 
P^la nprraale KO s'écartera de.. la direction horisontale; la figure 
du Mquide variera et se déterminera, ainsi* que l'ordounée CH, en 
rempliiiçant , d'après ce qaon a vu dans le n* 50, la constante 
^^par une quantité 6 dépeudante de ^'inclinaison de KO et de 
YfingU constant K0&. Si, par exemfde, on a â;^-^i, les droites 
^^ et Q.ri J^SKont constamment dana le fHtdongement l'une de 
Kaplx^a^lamncavité. du liquida diminuei;^ de plus en plu», k 



\ 
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sore que s'élèvera aa- dessus de D, et sa snrfiice sera jJaoe et 
de niveau avec le liquide extérieur, lorsque O aura atteint le som- 
met P du bord supérieuf^du tube, c'est-à-dire le point où le 
plan tangent est horizontal, et où, par conséquent, la ligne KON 
setSL verticale. Des effets semblables auront lieu quand on élèvera 
le tube jusqu'à ce que le point ait atteint et ensuite dépassé le 
point jy. 

Cela posé , si Ton mène par le point D un plan horizontal qui 
coupe au point L la courbe DPQ, et si Ton retranche la partie du 
tube située au-dessus de ce plan , de sorte que le tube soit mainte- 
nant terminé par une portion de surface plane et horizontale, il y 
aura une arête vive à l'intersection de ce plan et de la surface ih- 
térieure du tube, dont le point D fera partie. Mais, dans la ràtlité, 
celte arête sera toujours un tant soit peu arrondie; et, quelque petite 
que soit son épaisseur, elle sera néanmoins extrêmement grande, eu 
égard au rayon d'activité moléculaire , qui est tout-à-fait insensible. 
Or, cela suffit pour que ce qui précède soit encore applicable, lors- 
qu'on enfoncera le tube dans le liquide. Quand le point aura at- 
teinPl'extrémité supérieure de la partie cylindrique de sa surfiaMre, 
la ligne KON tournera autour de l'arête de jonction de cette partie et 
de la partie plane; la normale OK à la surface de cette arête, passera 
graduellement .de la direction horizontale à la direction verticale , 
sans que l'angle KON éprouve aucune variation. Pendant ce change- 
ment, le point se déplacera extrêmement peu ; mais il n'en sera pas 
de même à l'égard du point C. La distance CH au niveau extérieur et 
la courbure du liquide dépendront à chaque instant de la direction 
de OK. La surface de l'arête n'étant pas connue , l'angle i que fait 
cette normale avec le prolongement de la perpendiculaire abaissée du 
point sur l'axe FB, ne sera pas donné, comme dans le n* 58, en 
(onction de la distance et de ce même point à cet axe ; mais on pourra 
prendre. pour 'ot le rayon de la partie cylindrique du tube; et cette 
quantité étant donc connue, ainstque l'ordonnée verticale du point 0, 
pour laquelle on prendra celle du point fixe D, on em'ploiera, pour 
trouver la valeur de £, l'équation qui attrait servi, d'après le numéro 
précédent,' à déterminer celle de «. On pourra donc considérer 
('•aoglé I, et, par ccmséquent, la quantité C,'tx>mmls^ déterminés en 
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fonctions. du rayon a et de la distance du point D au niveau extérieur 
du liquide; et, cela étant, on achèvera, comme dans le n* 58, de 
calculer les valeurs de l'ordonnée ^ et du rayon de courbure y rela- 
tifs au point C, et de déterminer la surface du liquide. 

Le mêipe raisonnement s'appliquera au cas où le tube est terminé 
inférieurement par une portion de sui^ace plane,, jointe à sa partie 
cylindrique par une arête vive, et où on le soulève jusqu'à ce que 
cette arête inférieure soit atteinte par le point 0. 

(6i). Les lois de l'équilibre dans un tube capillaire seront évidem- 
ment les mêmes, soit que le tube ait été en partie immergé, ou soit 
qu'il communique avec le liquide contenu dans un vase, par un canal 
latéral. Mais, dans ce dernier cas, on pourra élever le niveau exté- 
rieur au-dessus de l'extrémité supérieure du tube; et l'équilibre sera 
{>pssible jusqu'à une certaine limite, au-delà de laquelle le liquide 
jaillira hors du tube , ou s'écoulera sur sa surface extérieure. Si l'angle 
KON ou cû est obtus, le point 0, après être monté jusqu'au point P, 
descendra le long de la courbe PQ, jusqu'en un certain point pour 
lequel la droite ON sera horizontale et coïncidera avec le prolon- 
gement de la perpendiculaire abaissée de ce point sur l'axe FB. 
Cette position du point i*épondra à la limite dont il s'agit. L'angle i 
sera alors le même que e» ; on aura donc cos i z=: b, et par suite 
^=1. L'angle i étant connu, l'équation de la courbe PQ fera con- 
naître les distances du point à l'axe FB et à un plan horizontal 
menés arbitrairement; ce qui suffira pour la détermination complète 
de la figure du liquide , qui sera convexe par en haut, et de l'éléva- 
tion du niveau extérieur au-dessus de ce plan. Les mêmes choses 
auront encore lieu, lorsque le tube sera terminé par une portion 
de surface plane, qui se joindra à ses surfaces intérieure et exté- 
rieure , en D et L , par des arêtes vives ; seulement , il arrivera 
alors qu'abstraction faite du frottement du liquide contre le tube, 
le point ne pourra plus s'arrêter entre ces points D et L. Par 
conséquent, si l'on désigne par a' la distance de L à l'axe FB, ou 
le rayon de la surface extérieure du tube, on déterminera la figure 
du liquide correspondaiite à la plus grande élévation du niveau ex- . 
teneur et à cette élévation maxima^ en employant, dans les for- 
mules du n^ 54 1 et' et Q au lieu de a et b, et y faisant C = i. 

16 



tiii «OBVELLE THÉORIE 

De cette manière, on aura y ac — «'; et l'on en conclura, par 
exemple, 



a* . a« 



'=? + T' 



en négligeant le carré de la fraction — , et désignant par l la hau- 
teur du niveau extérieur au-dessus du plan horizontal qui termine 
le tube, à l'instant où l'équilibre va se rompre; en sorte que si Ton 
élevait encore un peu le niveau du liquide dans le vase avec lequel 
lé tube communique, il commencerait à jaillir hors du tube, ou à 
s'écouler sur sa surface extérieure. 

Lorsque l'angle KON sera aigu, le point ne pourra pas s'élever 
jusqu'au sommet P de la courbe DPQ ; la quantité C atteindra l'unité, 
qui est sa plus grande valeur, en un point de la partie DP de cette 
courbe ; l'angle correspondant i se déduira de l'équation ^ = i ; les 
coordonnées horizontale et verticale de ce point seront ensuite con^ 
nues par l'équation de la courbe, et l'on pouiTa déterminer complè- 
tement la figure du liquide. S'il y a une arête vive au point D , le 
point s'y arrêtera ; ses coordonnées seront alors celles de D , et 
l'angle i se conclura de l'élévation donnée du niveau extérieur au-* 
dessus de cette arête. Réciproquement, l'élévation maxima se dé- 
terminera d'après l'angle i conclu de l'équation 6 = i , et sa va- 
leur sera celle de /, en y mettant le rayon intérieur ou du tube à 
la place de a\ 

Par des considérations semblables, on déterminera, dans tous les cas, 
ià figure du liquide à l'extrémité inférieure du tube , lorsque sa branche 
vei'ticale sera delscendante , ou qu'il ^ura été adapté à un petit orifice 
pratiqué au fond du vase qui contient le liquide. 

(62). J'ai insisté sur ce qui arrive quand le liquide atteint Tune des 
deux extrémités du tube, parce que je me trouve, sur ce points en 
opposition avec un passage de la Mécanique céleste (^), où il est dit 
qu'al<H^ l'angle sous lequel les parois du tube sont coupées par la 
surface du liquide, c'est-à-dire l'angle que j'ai appelé 6^, devient 
variable et n'est plus le même qu'à une distance quelconque des deux 

C") Supplément à la Théorie de l'Action capillaire, page a5. 
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extrëmitës* Cette assertion est échappée à l'illustre auteur^ faute 
d'avoir considéré que cet angle KON est compté à partir de la nor- 
male KO k la sur&ce du tube , dont l'inclinaison sur un plan hori- 
zontal varie lorsque le point appartient à Tarète supérieure ou 
inférieure du tube; ce qui suffit pour expliquer, sans que l'angle ^ 
«prouve aucune variation , le changement de courbure de la surface 
du liquide, et pour déterminer la oourbure correspondante à une 
distance donnée du niveau extérieur du liquide à l'extrémité du tube. 
L'influence de l'angle i sur l'élévation du centre de U surface ca- 
pillaire, fournit aussi l'explication des difiérentes valeurs de cette 
élévation que les phjsidens ont obtenues, pour un même liquide, 
et dans un même tube cylindrique vertical , qui n'était pas mouillé 
préalablement par Ce liquide. En effet, quel que soit le degré dt 
poil de la paroi intérieure du tube, il s'y trouve toujours des si- 
nuosités dont les hauteurs sont incomparablement pins grandes que 
le rayon d'activité moléculaire , et dont les normales peuvent ^re 
des angles quelconques, diflërens de l'angle droit, avec la verticale. 
L'angle i , et par suite la quantité S, varient donc d'un point à un 
autre de la sur£sice du tube que l'on regarde comme cylindrique. Les 
difféi^ntes valeurs de € peuvent être moindres que db i^ sans que 
l'angle a» éprouve aucun changement ; et il en résulte différens états 
d'équilibre, dans lesquels le liquide est plus ou moins élevé, et la 
courbure de sa surface plus ou moins considérable. Cette sorte d'in- 
détermination disparaît, lorsque la surface du liquide, concave ou 
convexe , est tangente à celle du tube , et que l'élévation ou Tabai^ 
sèment de son niveau atteint le maximum; ce qui a lieu , comme on 
Ta vu précédemment ( n"" 53 ), quand le tube a été mouillé dans 
toute sa longueur par le liquide, ou bien, quand il n'exerce au- 
cune attraction sur la couche qui s'appuie conti^ sa paroi intérieure , 
en vertu du poids du liquide et de la pression atmosphérique. Cest 
égaleoient à ces sinuoÂtés, comme aussi à celles qui ont toujours lieu 
sur les surfaces regardées comme planes , que l'on doit attribuer Tadhé* 
sion de la couche liquide, d'une épaisseur sensible, qui mouille ces 
surfaces, quand b ou cos co est négatif, et qui se maintient sans 
perdre sa fluidité, quelle que soit leur direction , verticale, hori;M>n- 
taJe ou inclinée. 

16.. 
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(65). Dans le dernier cas du n* 6i , il sera bon de calculer le poids 
de la goutte qui se forme à l'extrémité inférieure du tube, k l'instant 
où l'équilibre va se rompre, et en supposant le tube terminé par un 
plan horizontal, qui coupe ses deux surfaces intérieure et extérieure, 
en D' et L' où il y aura des arêtes vives dont les rayons seront cl ^t a'. 

Si l'angle KON est obtus, la goutte se terminera à l'arête exté-* 
rieure, et, s'il est aigu, à l'arête intérieure. Dans les deux cas, on 
aura C = i, à l'instant que l'on considère; le liquide sera convexe; 
chaque verticale ne rencontrera sa surface qu'une seule fois, et la 
normale extérieure fera, en chaque point, un angle obtus avec la 
verticale tirée par le même point en sens contraire de la pesanteur. 

Pour fixer les idées , supposons l'angle KON obtus. A cause de 
C = I et y = — a', et d'après l'a rema|;que du n" 55, nous aurons 



^ = A_a'+vV--^*+g,log^ ^^, , 

pour l'équation de la surface du liquide, en regardant le radical 

\/a'* — t^ comme positif, et comptant les z positives à partir du ni- 
veau du liquide et dans le sens de la pesanteur. Si l'on appelle z-, 
l'ordonnée d'un point quelconque, comptée dans le même sens, 
mais à partir du plan horizontal qui termine le tube inférieure'* 
ment, on aura donc 



/ + V/«"— <« 



Le volume de la goutte située au-dessous de ce plan sera 
HTT I z^tdt ; et en désignant son poids par m et effectuant l'inté- 
gration , nous aurons 

En appelant ZMa hauteur correspondante du liquide au-dessus de l'ex- 
trémité inférieure du tube, c'est-à-dire la valeur de z qui répond à 
t = et\ on aura , à très peu près , 

Le poids maximum m ne dépendra pas de la matière du tube, 
ou de la grandeur de la constante b ; seulement , quand b sera né- 
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gatif^ comme nous l'avons supposé , le contour du liquide situé au^ 
dessous du tube , sera l'arête extérieure de son extrémité ; et dans 
le cas de b négatif^ ce contour sera J'arète intérieure, de sorte quHl 
faudra alors remplacer af par cl dans l'expression de m. Comme on 
a supposé €t' très petit par rapport à a, ce poids , pour différens 
liquides, sera à très peu près proportionnel k leurs densités. 

Dès que l'élévation du liquide élans le vase auquel ie tub^ est 
adapté, surpassera F, Téquilibre ne sera plus possible. Le ^liquide 
se mettra donc en mouvement : le déplacement de ses différens 
points sera très lent, si l'excès de pression est peu considérable; 
mais, quelque lent qu'il soit, la figure du liquide ne pourra plus 
se déterminer par l'analyse ^précédente , qui se rapporte exclusive* 
ment au* cas de l'équilibre. L'observation montre que la goutte sus- 
pendue à l'extrémité du tube s'allonge graduellement jusqu'à ce 
qu'une partie se détache. M. Gay-Lussac a trouvé que pour un 
même liquide et un même diamètre extérieur du tube , le poids 
des gouttes tombantes est constant, et que pour différens liquides, 
il n'est pas proportionnel aux densités. Le rayon extérieur du tube 
dont il a fait usage était 

af = 3"», 09. 

A la température de i5**, il a trouvé SSgSyS pour le poids de 
100 gouttes d'eau. En calculant la valeur de m, d'après cette va* 
leur de a' et de celle de a^ du n* 56, on trouve, à très peu près, 

m = o*,o8; 

en sorte que , dans ce cas , le poids de chaque goutte qui se dé- 
tache surpasse très peu celui de la goutte suspendue en -dehors du 
tube, à l'instant où l'équibre commence à se rompre. Mais il faut 

remarquer que le rapport — étant environ 7 , cette valeur de m , 

déduite de la formule précédente, peut ne pas être suffisamment 
approchée. A la même température , M. Gay - Lussac a trouvé 
S^oSyS pour, le poids de 100 gouttes d'un alcohol dont la densité 
était 0,8453, en prenant celle de l'eau pour unité; d'où il résulte 
que le poids de chaque goutte tombante d'alcohol est k peine le tiers 
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de celui d'une goutte d'eau, quoique la densité du premier liquide 
ne diffère pas d'un cinquièoie de celle du second. Le rapport 

-- étant plus grand que Tunité dans le cas de Talcobol et du tube 

que M» Gaj^^Lussac a employés^ on ne pourrait pas calculer la 
valeur de m par la formule précédente. 

(64)« Considérons maintenant J'équilibre dun liquide homogène , 
suspendu dans un tube capillaire et soumis à la pression atmosphé- 
rique > qu'on suppose la même sur ses deux surfaces, auxquelles ap* 
partiendront les équations (9) et (i i) du n"* 5o. 

Nous supposerons que la sur&ce Intérieure du tube soit une sur- 
face de révolution qui ait son axe vertical; il en sera de même à 
l'égard des deux surfaces du liquide, dont l'axe commun sera celui 
du tube ; et si Ton appelle t la distance d'un point quelconque M 
de l'une ou l'autre surface à cet axe, et p la densité dn liquide di- 
minuée de celle de laîr^ et qu'on fasse 

les équations (9) et (11) deviendront 



dt ^ t dt^ tf* V^ d^ ) 



a 



9 



9 



W^^t dt d*"^ 



(■+'^)*- 



(■4) 



La première appartiendra à la surface supérieure , et la seconde à 
la surface inférieure. Les ordonnées positives z et z' seront por- 
tées au-dessus d'un plan horizontal qu'on choisira arbitrairement; 
la constante c se déterminera d'après le volume donné du liquide. 
Pour chaque point M , on regardera le radical contenu dans le se- 
cond memJ^re de l'une ou l'autre équation, comme une quantité 
positive ou négative , selon que la normale en ce point fera un angle 
aigu ou pbtus, avec la verticale tirée par le même point en sens 
contraire de la pesanteur. 

Soit en outre F =s 6H. Appelons x la distance à l'axe du tube y 
d'un point quelconque O appartenant au contour de la surface in* 
férieure, i l'angle qui a été défini dans le n* 58, et € la même 



DE L'ACTION CAPILLAIRE. la^ 

quantité que dans ce nmnéro. Désignons par o^, H, C'^ ce qae de- 

vienneat x, i, €p relativement à uii point O' du contour de la 
surface supérieure. Nous aurons 






la première équation ayant Keu pour l=sa/, et la seconde pour 
tz=x, et les signes des radicaux se déterminant d'après les direc- 
tions des normales en et (ï, par la même règle que dans les équa- 
tions (i4)* 

Appelons encore C et C les centres des surfaces inférieure et su-- 
périeure, c'est-à-dire les points où elles coupent leur axe conunun, 
et en chacun desquels les deux courbures sont égales et de même 
sens. Soient y et y' leurs rayons de courbure en ces mêmes points , 
dont chacun sera regardé comme positif ou comme négatif, selon 
que la surface correspondante tournera sa conctyité ou sa convexité 
en-dehors du liquide (n"* 3o). Daignons aussi par h et h^ les ordon* 
nées verticales de C et C D*après les équations (14)9 on aura 

h — ^* h' — ^ 

Cela posé, les premières et les secondes équations (14) et (1 5) for- 
meront deux systèmes , qu'on résoudra séparément par l'analyse des 

n*** 54 et 58, lorsque les rapports ^ et -g^ seront supposés très pe- 
tits , et en ayant égard aux signes que doivent avoir les radicaux con- 
tenus dans ces équations, soit au centre de chaque surface, soit à son 
contour. Les valeurs de 2 et z' qui en résulteront seront de la forme : 

T et T" étant respectivement des fonctions de f , ^ , ^ , et de / , 
j/, Çj qui ne contiendront pas la constante r. U ne restera donc 
plus qu'à déterminer cette quantité et les valeurs de a: et a<, d'où 
dépendront celles, de Q et Q! . 

Pour cela , désignons par X et X' ce que deviennent T et T, 
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quand on (ait t =: a: dans T et t=za:' dans T. En appelant ^ et 
y les ordonnées des points et 0', on aura 

7 = c + X, y=:c + X\ (i6) 

Soit de plus p le volume dbmpris entre la surface inférieure du li- 
quide et le pian horizontal passant par son* contour , et i^' le vo- 
lume analogue, relativement à la surface supérieure. En considé- 
rant chacune de ces quantités comme positive ou comme négative, 
selon que le liquide sera convexe ou concave , nous 'aurons 

Soit enfin &' le volume du liquide qui doit être donné; en en re^ 
tranchant p et i^', on aura le volume terminé par la surface inté- 
rieure du tube et par les plans horizontaux des contours des deux 
surfaces du liquide, que je représenterai par V; on aura donc 



€ 



3 



P — p'=V. (17) X 



Or, le point appartenant à la surface du tube, son ordonnée j sera 
donnée dans chaque cas en fonction de oc, ainsi que l'angle i, et par 
suite la valeur de C. Les quantités y, i\ €', seront données de même 
en fonctions de x' ; la valeur de V en fonction de a: et jc' s obtiens 
dra par les règles connues ; et, de cette manière, les équations (16) 
et (17) suffiront pour la détermination complète des trois incon- 
nues JC, x\ c. 

(65). Cette solution du problème conviendra également au cas 
où le tube sera composé, comme un siphon, d'une partie courbe 
et de deux branches verticales, dont les surfaces intérieures seront 
des surfaces de révolution, et dans chacune desquelles le liquide 
s'élèvera à une certaine hauteur. On prendra alors pour e' le vo- 
lume du liquide contenu dans ces deux branches, au-dessus d'un 
plan horizontal supérieur à la partie courbe du tube , lequel volume 
se déduira du volume total du liquide, en en retranchant celui du 
liquide cdbtenu au-dessous de ce plan, qui sera aussi connu; on 
prendra, en même temps, pour V la somme des capacités inté- 
rieures des deux branches, comprises entre ce plan horizontal et les 
plans des contours des deux surfaces du liquide. 
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Sapposons, par exemple , que les surfaces intérieures des deux 
branches Verticales s<Ment des surfaces cylindriques , dont a: et x' sont 
les rayons donnÀ; nous aurons alors i = o, /'=::o, €=i^';^b. 
En déterminant les valeurs de T et T par les formules du n* 54 » et 
négligeant les termes divisés par a*, on aura 



^ — ^— T~3p"T W ^b V ^~'l^' 

, bt^ lis! , oj/Ci—A')* , ut / "ÂV 



Zb^ 



pour les équations des deux surfaces du liquide , dans lesquelles on 
regardera les radicaux comme des quantités positives. On pourra 
remplacer lequalion (17) par celle-ci: 



î'=i27r/ ztdt + 27rf Tftdt; 

J o J o 



d'où l'on tire, en eiTectuant les intégrations, 

TT {x^ + x'^) c = 6* + uba^ (x + a/) ; 

« 

ce qui fait connaître la constante c , de sorte qu'il ne reste plus rien 
d'inconnu dans les expressions de zelTf. 

On peut remarquer que la différence de niveau des deux points 
C et C ne dépendra pas du volume du liquide. Généralement, cette 
différence sera 

y y 

et ne dépendra, par conséquent, pour un même liquide, que des 
courbures de ses deux surfaces. 

(66). Si le tube est cylindrique dans toute sa longueur, et ter- 
miné inférieurement par une portion de plan horizontal, qui se 
joint à ses deux surfaces intérieure et extérieure par deux arêtes 
vives, comme dans le n* 63, le liquide descendra jusqu'à cette ex- 
trémité du tube , pour s'arrêter à l'une ou à l'autre de ces deux 
arêtes, lorsque l'équilibre sera possible. Le rayon j/ sera donné; on 
aura J^ = o, €'=^b, et l'expression de z' sera la même que dans le 
numéro précédent. Si le liquide est convexe par en haut , c'est-à- 

>7 
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dite, si k qoittlttil i eft {koritiTe, il hudn qu'il le soit aussi par 
en bas ^ et le Uqaide ne fNwrca s^anAler i{u*à Varète intérieure du 
tube. Si^ nu contraire, cette quantité est négative, le liquide 
pourra d'alxMd Mre otHicaTe par eh bas, et s'arrêter à l'arête intée 
rieure. Sa concavité, moindre qu'à son extrémité supérieure^ di-* 
minuera de plus eu plus , à mesure qu'on augmentera la fauteur 
du liquide; elle disparaîtra entièrement, et la surface inférieure du 
liquide sera plane, lorsque cette hauteur égalera celle du même li- 
quide au-dessus du niveau extérieur, dans le cas où le tube est 
immei^é par son extrémité inférieure : au-delà, le liquide devien- 
dra convexe , et ne pourra plus s'arrêter qu'à Tarète extérieure du 
tube. En prenant alors pour œ le rayon de cette arête, et suppo-» 

sant très petit le rapport -^ , nous aurons 

1 . 

Ca» ^^ 2x 2j: (i — C*)» X I C<» 

pour l'équation de la surface inférieure du liquide , dans laquelle on 
regardera les radicaux comme des quantités positives. En effet , 
d'après la remarque du n^ 55, la valeur de z — c se déduirait de 
celle de z du n^ 54 > en y changeant le sens des t positives et le signe 
des termes qui renferment une puissance impaire de a* ; ce qui 
est la même chose que de changer le signe des autres termes, comme 
nous le faisons ici , en conservant à l'axe des z sa direction en sens 
contraire de la pesanteur. 

Le plan horizontal au-dessus duquel seront portées les z positives 
étant arbitraire , nous pouvons prendre pour oe plan celui qui 
termine le tube. Nous aurons donc zsso, quand ixsixi œ qui 
donne 

L'équation ( 1 7) sera la même chose que celle-nci : 



^ 3= nfnrp Jtdt^^^f' zêdi j 



et en y substituant la valeur de af du mméro précédent , et celle de a 
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ifuOD neot^'écrûre^ il em téfiulten 

€^ -»- TC (jc» — x'-) = 9rà- (f .T — 5jcO ; 

et qni fiât consaitiie la yalear de €• Les quantités' c et ^ étant ainsi 
déterminées^ Jès expressions de z et de i^ ne renferment plus rien d'in- 
connu* Ifoos avons supposé b né^tif ; mais s'il était positif, il 9affl«- 
mit de mettre au lien de x, dans ces difierentes formules, le rayon x' 
de l'arête intérieure k laquelle le lîqnîde s'arféterait alors. 

Comme la plus grande valeur de é est l'unité,, il s'ensuit qu'on 
aura le plus grand yolume du liquide que le tube poisse soutenir, en 
faisant f = i dans la valeur de à. Si l'on appelle fc le poids de ce 
liquide, et qu'on sul>stitue pour c sa valeur. Il vient 

dans le cas de 6 négatif, et 

fi = '^rgpa^x' (i — b) , 

dans le cas de b positif. 

Si le liquide est le mercure non oxidé , et que le tube soit de 
verre on sait, par la figure que ce ilmde afiecte dans un tube 
capillaire^ que la quantité b est positive et ^loiodne que l'imité: 
le poids > ne pesait donc pas nul, et l'observation de «oe poids 
pourrait servir à déterminer la valeur de 6 ^ en suf^ioaant mnnoe 
celle de a. 

Quand le tube est mouillé du liquide que l'on considère, on a 
i =: — I , et 

fizzz'^rgpix + af) ^^ + y (a? — j/)]. 

SUl s'agît de Teau , par exemple, on prendra pour a* dans cette for- 
mule, sa valeur numérique trouvée dans le n* 56. 

(67). Pour donner une dernière application des formules du n* 64, 
supposons que le tAe soit coniqne. La oonrbure de la surface du li- 
quide la plus voisine du sommet sera la plus grande ; le liquide sera 
donc poussé vers ce point ou en sens contraire, selon que ses deux 

17.. 



i5a . ^NOUVELLE THÉORIE 

surfaces seront concaves ou convexes^ c'è8t-4i-dire selon que Tangle m 
sera obtus ou aigu, où son cosinus 6 négatif Qu positif. Par conse^ 
quent , pour tenir le poids du liquide en équilibre , il faudra que le 
sommet du cône soit au-dessous. dans le cas de la convexité, et au- 
dessus dans.le cas de la concavité. Je supposerai que ce soit le pre- 
mier cas qui ait lieu ; le second se traiterait de la même manière. 

On aura i' ;^ i, et i sera Fangle donné que fait la génératrice du 
cône avec son axe vertical. Les deux quantités Ç et & ne seront pas 
égales ; elles différeront par le signe du second terme (n"" 58) , c'èst-à- 
dire que Ton aura 

€=:b cos i — v/i — b* sin i, & z=zb cos i + \/i — b^ sin i. 

Je compterai les z et z' positives à parfir du plan horizontal , mené 
par le sommet du cône ; il en résultera 

X f x' 



tangi' ^ tangi' 

et l'on aura , en même temps , 

V = Z^rx^^xx' + x'^) (x' — a:). 

La surface supérieure du liquide tournera sa concavité en-dehors ; 
chaque verticale ne la rencontrera qu'en un seul point , et , en cha- 
cun *de ses points, la normale extérieure et la verticale tirée en sens 
contraire de la pesanteur, feront un angle aigu. Par conséquent, l'ex- 
pression de T se déduira de la formule (lo), en y mettant & et xf 
au lieu de 6 et a ; ce qui donne^ 

* — "" "F" "" 3C'3*I" 3f^ ^ V\ ^~1^ ' 

en négligeant les termes divisés par a*, et considérant les radicaux 
conmie des quantité positives. On en conclut 
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. Qaant à la.sarface inférieure da liquide, elle tournera atmstWccM^ 
jcayité en-dehprs; mais dans une certaine étendue, iprfas de la" paroi 
du tube, elle sera rencontrée en deux points ^r chaque verlncale; 
et, de plus, l'angle compris entre la normale extérieure et' la* ver^ 
ticale tirée, de bas en haut , sera obtus depuis le centre jusqu'aux 
points où le plan tangent est vertical, et aigu depuis ces points jv- 
quau contour. Cela étant, on aura 



— -+• s=5 H W«— ^ ^ \/ r 



C»^ 



3C3 H 3iP c V ' -^ i?^' 



où l'on regardera le radical V^i -—7 comme positif, et le radical 






aussi comme positif dans la première partie de la sur- 



face , qui s'étendra depuis < =± o jusqu'à f s^i -^ , mais comme^ négatif 

dans la seconde partie, c'est-à-dire depuis ^=7 jusqu'à tz=:x. On 
aura donc 

et d'après le signe du second radical , on en conclura 

Au moyen de ces différentes valeurs, les équations (16) et (17) 
deviennent 

x' C'a» Vf , 2^(1— C*)» . «' . ^gr 



Ungt 

VOMI 
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Xia dardièN ^t wUa qu'on <ilrtiettdim ea jEïetnndumt k première de 
l».aecbiide> tèrficouli.Ji déterminer jr et a/; l'ane ou iVntre des deux 
pg fami eg w Stn ûomudtm ensuite h nJesr de c, et ce sera la solatîon 
cdoplètc do proUème» 

EÛp a9 miqptifiei^ beMConp^ loisque Tangle i eera très petit; ce 
qdi pemet. ^ . miBjilaeer cos i par l'unité. La diffîrence x' -^ x 
sera aussi très petite; et en la obligeant et fa»ant C sa € ss by 
excepté dans les termes qui sont divisés par i ou multipliés par la 
constante a^ ce .qui peut les rendre congidérabJes , nous aurons 



i. . 
< i • I 



, %'X^(x' — x) 4*'X^ 

sitt 2 • 3b* 



JBot'-âjoutaot ces deux éqnatiom après avoir multiplié la prenuère 
par "TCx^f on en déduit 

et la seconde devient easuite . 

en sorte qu on ii*aura plus qu'à résoudre cette équation du troisième 
degré. 

(68)« Supposons '<|>a'on indme faite dn cfrne, et qti'il fttsse un 
angle 8 avec un plan horizontal , mené par son sommet. Par ce même 
point, menons un second plan, perpendiculaire à Taxe, et un troi- 
sième perpendiculaire ii l'infersectinn des denx premiers. Prenons ces 
trois plans pour ceux des coordonnées, et désignons par ^, n^ y\\ les 
trois coordonnées d'un point quelconque M de la surÊKre inférieure 
du liquide, respectivement parallèles à Taxe du cône, à l'intersection 
des deux derniers plam » -et à celle des deur pramiers. L^ndonnée z 
du même point aura pour valeur 

-i- z = J sin fl — )f cos 8. 
Au lieu de la seconde équation (i4)9^ous aurons donc 
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j7hv=J(f»in8 — if-cosô — c), 

pour réquation de la surface inférieure ; A et A' étant les deux rayons 

de courbure au point M ^ et la valeur de - -| — ; «tant donnée par la 

formule (a), dan» laquelle on mettra n, V; Ct ^ ^^ jrfftce de o:^ jr, z. 
Si l'on représente par t la. distance du point M à Taxe du cône^ l'équa- 
tion du contour s^a toujours la seconde équation (t5), en y mettant 
Ç au lieu de z, et désignant par é^ la même constante que précé- 
demment. 

Cela posé , on pourra regarder 2^ comme une fonction âé e et ïi , 
dont le développement 9 suivant les puissancesi de m, sera de la 
forme : 

r = Z + Z' !^ + Z" ~ + etc . ; 



Z f Z'f Z", etc. , étant de» fonctions de"/. En substituant cette sérié à 
la place de Ç dans l'équation précédente , et égalant ensuite les termes 
semblables dans s«8 deux membres, an formera, eu effet, une suite 
d'équations dont la première ne contiendra que Z, la seconde Z et Z\ 
la troisième Z, Z' et Z'\ et ainsi de suite. On en pourra donc déduire 
successivement les valeurs de toutes ces inconnues; et Ton pourra 
aussi s'assurer de la convergence de la ?érie. Or, si l'on néglige, 
comme précédemment, les termes de Tordre du carré du rayon du 
cône, divisé par a*, la valeur de 2^ se trouvera réduite à son pre- 
mier terme Z, dont l'expression se déduira, sans nouveaux cal- 
culs, de celle qu'on a trouvée pour a dans le cas de rai;:e vertical, 

en y mettant -r-v à la place de a^. Le ménie raisonnement s'ap- 

plique aussi à la surface supérieure du liquide ; il s'ensuit qu'au 
degré d'approximation où nous nous arrêtons, l'inclinaison 8 de l'axe 
du cône n'influe sur les équations d'équilibre du liquide, qu'en ce 

qu'il y faut remplacer a* par -r-^ ; et, à cause de a^ = — ,cela re- 
vient H changer la pesanteur g dans sa composante ^sin 0, paral- 
lèle à l'axe du cône. 

L'équation (i8) donnera alors 
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ou^ ce qui est la même chose ^ 

en désignant par k la distance -: — . du liquide au êommet du cône. 

Si l'on a mesuré k directement, cette formule fera connaître l'angle 
correspondant, que Ton pourra comparer à l'inclinaison observée. La 
même équation aura lieu dans le cas de b négatif, en supposant Taxe 
incliné au-dessous du plan horizontal passant par le sommet du cône, 
et changeant, en conséquence , le signe de sin 8. 

(69). D'api'ès le titre de ce chapitre, il nous reste encore à con- 
sidérer l'équilibre de plu3ieur8 liquides superposés et contenus dans 
un tube capillaire. Je supposerai qu'il y en ait deux ; les cons- 
tantes spéciales H et F se rapporteront au liquide inférieur, dans 
lequel l'extrémité du tube est plongée, et qui s'étend indéfiniment 
en-dehors. Je désignerai par H' et F' les constantes relatives au li- 
quide supérieur; en sorte que, si chacun de ces liquides était 
isolé, l'élévation et la courbure du premier dépendraient de H et 
F, et celles du second, de H' et F. Soit 

F — r = K; 

et représentons par G une nouvelle constante , relative à la matière 
des deux fluides. Soit aussi p la densité du liquide inférieur, et 
p' celle du liquide supérieur, diminuées l'une et Fautre de la den- 
sité de l'air. 

Les équations des surfaces supérieures du premier et du second 
Jiquide seront, d'après les n^ 29 et 3o, 
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c désignant une constante arbitraire , et les ordonnées positives 
z eX 2! étant comptées en sens contraire de la pesanteur , à partir 
du niveau du premier liquide en -dehors du tube. La valeur de 

- + T7 sera donnée par la formule (a), dans laquelle on déterminera 

le signe du dénominateur , d'après l'angle que fait la normale exté- 
rieure à ce premier liquide avec la verticale tirée dans le sens des z 
positives y de sorte que ce dénominateur soit positif ou négatif , se- 
lon que Tangle dont il<s*agit sera aigu ou obtus. La valeur de 

- + -7 se déduira de la même formule , en y mettant z' au lieu 

de z 9 et déterminant le signe du dénominateur, par la même règle 
appliquée au liquide supérieur. 

Indépendamment des équations (a), dont chacune appartient à 
tous les points de Tune des deux surfaces, on aura, relativement 
à leurs contours (n® ^6)^ 

K = Gcos9, T =Wco&eà; (b) 

(P étant langle que fait la normale à la surface de séparation des 
deux fluides, menée par un point quelconque de son contour en- 
dehors du liquide inférieur, avec la perpendiculaire abaissée du même 
point sur la paroi et dans la matière du tube ; et a> désignant Fangle 
analogue, relativement au contour de la surface libre du liquide 
supérieur. 

(70). Lorsque la sur&ce intérieure du tube est une surface de ré- 
volution, ayant son axe vertical, les deux surfaces capillaires seront 
aussi des surfaces de révolution qui auront le même axe que celle du 
tube; et les équations (a) et (b) prendront la même forme et se ré- 
soudront de la même manière que les équations (14) et (i5). Nous 
prendrons, pour exemple, le cas le plus simple, celui d'un tube ver- 
tical dont la surface intérieure est celle d'un cylindre à base circu- 
laire et d'un très petit diamètre. 

En désignant par t la distance d'un point quelconque de lune 
ou l'autre des deux surfaces capillaires à leur axe commun, mul- 
tipliant les équations (a) par 2tdt , et intégrant ensuite leurs deux 
Ai^mbres, nous aurons 

18 
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2 (p — p') gfztdt + c<» = ' 



dt 



ap'gfzftdt - cf- = , ^ ; • 

les intégrales fztdt et fz'tdt étant nulles qnand ^ = o. En même 
temps 9 les équations (b) prendront la forme : 



G3 + K\A + 5 = <'' 

et elles auront lieu pour t^a, en désignant par a le rayon du tube. 
Les signes des radicaux sont les mêmes ici que dans les équations pré- 
cédentes. Si donc on fait Èssa dans celles-ci^ et qu'on élimine 

^ et ^ entre ces. quatre équations, on aura 

2/p — p')g I ztdt 4« CA* + ^ =^ o » 
^PSj ^^^ — ^** + otF' = o. 

Appelons h et h' les ordonnées verticales des centres des deux sur- 
faces capillaires y c'est-à-dire les valeurs de z et z' qui répondent à 
^ =: o. En ces points^ les deux rayons de courbure de chaque surface 
sont égaux et de même signe. Soit donc aussi A = A' s= ^ et 
ft^=/^==y pour ^ = 0. En vei*tu des équations (^i), on aura 

Maintenant, dans une. première approximation , à laquelle il suffira 
de nous arrêter j nous pouvons supposer que les surfaces capillaires 
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coïncident avec leurs sphères osculatrices , aux points où elles cou- 
pent leur axe de figure, et dont les ordonnées sont h et h'. Nous 
aurons alors 



= A + > — v/y— -i», z'= H^y'^\/y'^—t^; 



les radicaux \/y^ — ^ et %/>'• — V^ ctant respectivement de même 
signe que y et y\ c'est^-dire positifs ou négatifs^ suîyantque chaque 
surface tourne sa concavité par eu haut ou par en bas. Je substitue 
ces valeurs de s et 2' dans les équations (fi); il vient 

f'g[(A'+y)«'-#-5(y— ««^)'- ?>"] - ca«-i- «F' = o; 
ou bien , en vertu des équations (d), 

^^+«K + é:(p-pO[>«* + 3-(>*-«')'-t>'] = o, 



H'* 



f^9. 



+ «F+ gp' [> V + I (>'•- «•)' -|>'^] = O. • 



y 

Le rayon a étant supposé très petit , et en supposant que K et F' ne 
soient pas aussi très petits, 6n tirera de ces équations , à très peu 
près, 

>'=-Ç;^ - «^'[H'F'» + |(H"- F«)« - |H'»]. 

OÙ Ton regardera les radicaux comme des quantités positives. Les 
équations (d) donneront les valeurs correspondantes de h et h\ quand 
on aura déterminé la constante c. 

Or, si Ton désigne par ita^e le volume du liquide supérieur qui 
doit être donné, on aura 



a*€= a r* z'tdt — a r* ztdt , 



ou , d'après les équations (c) , 
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ce qui donne 

^ = ^^'^- + ^[(p-p')F'-p'K]. . 

En substituant cette valeur dans les équations {d)^ et observant que 
K = F — F', on en conclut 



* — V-f- + r.[GK'+|(»--K-)--|G'], 

».= k=rt!_£.+ ^[HT-+ |(H'-_F'-)'-îH'<]/ 

Les valeurs àe y^ y\ h^ h\ étant connues, celles de z et z'^ et, 
par conséquent , la forme et Télévation des deux surfaces capillaires , 
le sont aussi ; ce qui est la solution complète du problème. 

(71). Si l'on supprime le liquide supérieur, il fiiudra supposer 
p'î=o, F=o, H' = o, K = F, G = H, 
au moyen de quoi la première équation (e) devient 

et si Ton fait H=gfa*, F=Hi, comme dans le n® 54 1 cette va- 
leur de h coïncidera avec celle de ce numéro, en négligeant les 
termes divisés par a*, dont nous n'avons pas tenu compte dans le 
calcul précédent. Il en sera de même en faisant 

f<:=f, r=:F, H'=H, 

dans rexpressÎQi^ de h'. ^ 

Je désigne par x l'excès de la valeur de h! donnée par la seconde 
équation (e) , sur cette dernière Valeur de h. On aura 

^ [ht» + 5 (H" - r-f - I H"]. 



DE L'ACTIOjîî CAPILLAIRE. ,41 

D en refaite donc qtie si le. liquide auquel répondent iesconstantee 
f ^ H, F^ est d'abord seul dans le tube > et que l'on yerse au-des- 
sus un Tolume n(a^% d'un autre liquide^ pour léquiel lès constantes 
analogues soient, p'. H', F^, le centre de la surfiu» supérieure s'élè- 
vera ou s'abaissera y selon que cette valeur de œ sera positive ou 
négative. Lorsq.ue. cette surface tournera sa concavité dans le même 
sen^y et coupera la sur&ce du tube sous le même angle ^ avant et 
après l'introduction du second liquide^ on aura 

El — £ 

ce qui réduira la valeur de ^ à son premier terme , lequel est po-' 
sitif à cause de f > f. Bans ce cas ^ il y aura donc toujours élé- 
vation du centre de la surface supérieure ; mais ce point pourra 
s'abaisser , quand la courbure de cette surface aura augmenté ou 
diminué par l'introduction du second liquide ^ selon qu'elle était 
auparavant concave ou convexe par en haut. 

Supposons, par exemple, qu'après cetfe introduction la surlPace 
supérieure soit concave par en haut et tangente à la paroi du 
tube, et qu'elle £dsait primitivement avec cette paroi un angle de 

1 30% dont le cosinus est — ^. On aura 

F' = — H', F = — ^H; 
et il en résultera , à très peu près , 

en sorte que si la densité p^ du liquide supérieur est les neuf-dixièmes 
^ la densité p du liquide inférieur, il suffira que i>soit moindre que 
le diamètre ^a du tube» poyr que x ait une valeur négative^ et qu'on 
observe, en conséquence, un abaissement du centre de la surfi^re 
aupérieune. 

Cette remarque peut servir à expliquer un phénomène observé par 
Th^ Young. L'eau étant le liquide contenu d'abord dans un tube , 
dont il ne dit pas le diamètre, ce physicien a versé au*d€||sus 
du liquide une petite goutte d'huile, et il a vu la sur&ce supé- 



s. 
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rievra deoBltd bttile^tbftÎMw a«<*4MMMi8 de Ui bauteuf |>nmitvve 
de l'em f «bflisimlevl qîtHL ftlot sjitid -dctiM r&iiporter An centra da 
k iui^&w> €'«st4iAdiite im pcmit oii eUa coupe Và'xe du tube. Or ^ 
rbuik aiyâot lité satroduile par le hMt du tube, il y n lieu dé 
croire' ^e , la |iaroi dû tube eu était bumectée^ au-desêu* de la 
surfiioe de oe* li^oîde^ et quou aTait, par couséqueut ^ Vzat^^W, 
connner je VtA snppoêé dam le [numéro prëpëdeut. On peut aussi 
supposer que l'eau ne moiiUtait pas primitivement le tube dans 
toute sa longueur, sans qiioi l'huile aurait difficilement descendu 
le long de ses parois. On peut donc admettre que la surface dP 
l'eau n'était pas tangente à la paroi du tube, et qu'on avait F.<-^H, 
comme je Tai aussi supposé; et ces données suffisent, ainsi qu'on 
vient de; Je voir, pour que la valeur de x puiâse être négative^ con- 
formément h l'observation de Th. Young« 

Il avait présenté cette observation singulière, comme ime difficulté 
qu^il élevait contre la théorie de Laplace, et que j ai indiquée au 
coiumencement de cet ouvrage. Mais, sur ce point, les formules de 
la Mécanique céleste sont les mêmes que celles dont je viens de aie 
servir pour montrer la possibilité d^un abaissement du centre de la 
surface supérieure; et l'on est fondé a croire que Texpérience de 
Th. Young, au lieu d'être contmife à la théorie^ eu deviendrait une 
vérification intéressante, si elle était répétée et accompagnée de me- 
sures suffisamment exactes. 

(72). Au reste, l'abaissement dont il s'agit ne peut avoir lieu 
qu'à regard de la partie centrale de la surface supérieure. Lorsque 
plusieui^ liquides sont contenus dans un tube cylindrique et ver- 
tical , plongé dans le liquide inférieur, leur poids total au - dessus 
d'un plan kûrifK>utal choisi arbitrairetnent est le même que si le 
tube ne reujermait que le liquide inférieur; et, comme la densité 
de celui *- ci Aùit être plus grande , il fuut que le vc^nfie total de 
ces liquides, et, par conséquent > l'ordonnée moyenne de la surface 
supérieure du liquide le plus élevé, soient plus considérables que 
si le liquide inférieur existait seul. Celle invariabililé du poids to- 
tal aumit encore lieil , lors tnême qtie les liquides seraient mélarr* 
gé», pourvu que le mélange n'atteignit pas l'extrémité Inférieure 
du tube* * 
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. Ea effirti( pnponft uo plan horisontel à una dîstBiice sensibk' au- 
dessus de. son wtréniité mférieure et au-idessons dos liqtndn sapeiw 
posés ou mélangés; en supposant la surface intériewre du tube paiw 
faîtement cylindrique, et faisant abstraction des sinuosités qui peuvent 
donner lieu à différens ^lats d'équilibre' (n^ 6^), il est évident que 
l'action verticale du tube sera nulle sur chacune des molécules fluides 
dtuées au-dessus du plan horizootal. Cela âant , soit R Taction exer- 
cée en sens contraire de la pesanteur, par le liquide situé au-dessous 
de ce plan sur le liquide situé au-dessus, et U le poids de celui-ci; 
pour son équilibre, i\ &udra qu'oh ait 

R ae U + nA:>l 

n désignant la pnessiop atmosphérique rapportée à Tunilé de snr£Eice, 
A* Taire de la base du tubei qui peut n'être pas un cercle, et, p^ 
conséquent, ïlk* la composante veiticale de cett^ pression. La force R 
se composera de deux parties : Tune relative a Tactipn du liquide si- 
tué au-dessous du plan horizontal, sur la couche du liquide supérieur 
adjacente à la paroi du tube et d'une épaisseur insensible; et l'autre 
relative à l'action du premier fluide sur tous les points du second 
qui s'éloignent sensiblement de la surface du tube. Je repr^nterai 
par y la première pajiie de R; la seconde sera la pression qui a 
lieu à l'intérieur du liquide dans lequel le tube est plongé, et qui 
répond à la distance du plan horizontal au niveau extérieur de ce 
liquide; el comme cette pression intérieure, rapportée à l'unité de 
aurfiace, est égale à ri-hfgj', en appelant g la gravîtes f la den«^ 
site du liquide, et / la distance dont il s'agit, la seconde partie de 
R sera Uk^ -f- fsJ"^» En substituant sa valeur totale dans l'équa-» 
lion précédente, on aura donc 

Or, la quantité V ne dépendm que de la matière dn liquide tnfe* 
neur et de son degré de compression près de la paroi du tube , 
c^est-ÎMlîfe de la matière de oe liquide et de ceHe du tube. Il en 
sera donc de tnème à l'^égard du poids U; par eonséqnent, ce poids 
ne changera pas avec la matière et le nombre des antres ltqmf*es ; 
te qu^il s'agissait de prouver. 
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Quand il n'jr a que deux liquides , et qs'fls ne sont point mélange ^ 
ou parvient à la^mâme oondusion au moyen de rëquation (17) du 
n* 36. Cette équation est 

P +r = — -H'ccos âl — -G£7 cos 9 : 

P étant le poids du liquide supérieur ^P+r le poids du ^liquide sou- 
levé ou abai^ par Taction capillaire, c le contour de la base du 
tube , a» et ^ les mêmes angles, et H' et G les mêmes quantités que 
dans les équations {b). On aura dope,. d'après ces équations, 

à causé de K = F — F', Or, cette valeur de P + r est, comme on 
Toit , indépendante de la matière du liquide supérieur. 

Dans ce cas particulier , le poids U diminué de gpeTAr* est la même 
chose que P -|- F; on doit donc avoir 

V = — icF; 
a ' 

et, en effet, Y est la somme des forces P et' 9 du n^ 38/ multipliée 

1 
par c ; quantité égalç à cF, d'après le n^ 4^. 

' ' ■ 

(73). Quelle que soit Faction mutuelle des deux liquides super- 
posés, si la paroi intérieure du tube est recouverte, dans toute sa 
longueur, d'une couche très mince de l'un de ces liquides , mais dont 
ré[)aisseiir ne soit point insensible, leur surface de séparation sera 
tangente à la paroi du tube, et elle tournera par en haut sa convexité 
ou sa concavité, selon que la couche mince appartiendra au liquide 
supérieur ou au liquide inférieur. 

En effet , supposons que ce soit le premief cas qui ait lieu. Si Ton 
applique au liquide inférieur la formule (a), du n® 4^, on en conclura 
9 = — q; car, dans la supposition que nous faisons, la fonction ^ 
contenue dan^ cette formule, sera évidemment la même que lafonc* 
lion R, renfermée dans ] l'expression de .9, du n* 27. De plus, le li- 
quide, aupérictnr n'éprouver^ aucune variation rapide de densité près 
4e la couche mince, adjacente au tube; on aura iilors 4r^F3 39' (9^ 49) > 
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et 9 d'après ces valeurs de <ir et fttf^ les équations (lo) du n* 4^ don- 
neront K s=s G ; d'où il résultera cos ^ = i et^ = o;ce qui répond 
à une surface tangente au tube et convexe par en haut. Si^ au con- 
traire la couche mince adjacente au tube est formée par le liquide 
inférieur^ on aura <2!r = a^ et <zr' = — q^\ il en résultera K= — 6 , 
et ensuite cos^ = — - 1 et ^ = ^; ce qui répond à une surface tan- 
gente au tube et concave par en Baut. 

Ces résultats contiennent, comme cas particuliers, ceux du n^ 5a 
qui se rapportent à un seul liquide, renfermé dans un tube qui 
n'exerce aucune attraction sur ses molécules, ou dans un tube mouillé 
préalablement dans toute sa longueur par ce même liquide. 

(74). M. Gay-Lussac a effectivement reconnu que le mercure con- 
tenu dans un tube capillaire et mouillé successivement par dlM^rens 
liquides , prend toujours une forme hémisphérique et convexe 
par en haut, lorsqu'il est recouvert d'une couche quelconque du 
même liquide dont le tube est humecté. Les dépressions du mercure 
qu'il a observées dans ces différens cas, font connaître celles qui au- 
raient lieu si la couche supérieure n'existait pas; mais elles lais- 
sent inconnus les angles sous lesquels la surface de ce fluide vien- 
drait alors rencontrer celle du tube, et elles montrent seulement 
que ces angles varieraient avec la matière du liquide qui mouille le 
tube dans chaque cas. 

Pour le faire voir, appliquons les équations (e) au cas du mercure 
recouvert par un autre liquide qui mouillera, en outre, la paroi du 
tube dans toute sa longueur. D'après ce qu'on vient de démontrer , il 
y faudra faire K = G. Relativement au liquide supérieur, on aura 
F' = — H'j et, à l'égard du mercure, si Ion fait F=:Ht, h sera 
le cosinus de l'angle aigu sous lequel sa surface viendrait couper celle 
du tube mouillé, en supposant qu'on eût enlevé la totalité du liquide 
supérieur, et qu'on laissât seulement subsister la couche mince de 
ce liquide, adjacente à la paroi du tube. Soit de plus H = gpa*, les 
équations (e) deviendront 



A = — ?!• — — -4. - 
""" f a 3 



(./) 



'9 
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à'mi i) résulte 

pour la différence de haateor des centres des deux surfaces du liquide 
supérieur. 

M. Gay-Lussac a pris successivement l'eau et l'alcohol pour le liquide 
supérieur. La température était la méme^ et s'élevait à i7',5 ; le rayon 
du tube était aussi le même , savoir : 

OL = o°^,6472. 

Les valeurs de 6 et de A sont les moyennes de plusieurs mesures qui 
différeraient peu entre elles. Dans le cas de l'eau ^ M. Gay-Lussac a 

troui^ 

é = 7"",73oo, /i = — 7~-,4i48; 

en prenant 

les équations précédentes donnent > 

— = 7~ 0618. 

Dans le cas de l'alcohol, dont la densité était 0,8197 de celle de l'eau, 
on avait 

€ = 7-»^4755, A = — 8°^,026ij 

d'où l'on conclut 

a 



= 7»"»,5735. 



Or, la différence de ces deux valeurs de — est trop grande poyr être 

attribuée aux erreurs des observations; elle prouve que la quantité b 
n'est pas la même dans les deux cas ; et la seconde valeur surpassant 
la première , il en faut conclure que l'attraction de la couche d'eau 
adjacente au tube Temporte sur celle de la couche d'alcohol. 

€^b 

(75). En faisant usage de la première valeur de — , et la multi* 
pliant par celle de ee, on trouve 
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a*b isiS (4,5704) raïUinaètrès carrés. 

Si l'on substitue celte valeur numérique dans la première équa«* 
tion (f), elle fera connaître ensuite la dépuession du mercure , re- 
couvert d'une couche jd'eau^ d'une épaisseur donnée^ et contenu 
dans uu tube ^capillaire, d'un rayon a aussi donnée préalablement 
mouillé d'eau. On pourra faire usage de cette formule^ tant que c 
aura une grandeur sensible , aussi petite que l'on voudra ; toais 
quand la couche d'eau qui recouvre le mercure aura entièrement 
disparu^ sa dépression sera déterminée par la formule du n* ji , 
qui devient 

quand on y fait F = &H et H = gpa*. Pour s'en servir , la valeur 
précédente de a^b ne suffira donc pas; et il faudr^t aussi con- 
naître la valeur de b , k moins que le diamètre du tube ne soit 
assez petit pour qu'on puisse réduire cette dernière formule à son 
premier terme. 

En faisant bouillir le mei*cure dans le tube qui le contient, on 
change cette quantité b , d'où dépend le degré de convexité du 
fluide, quand il n'est pas recouvert d'une couche d'eau. Casbois a 
fait voir qu'après une ébullition suffisamment prolongée, cette con- 
vexité diminue et se change même en une concavité, et, par suite, 
la dépression en ascension. Pour expliquer ce changement remar- 
quable, on supposait que l'épaisseur de la couche d'eau adjacente 
au tube, ayant été diminuée par l'ébuUition, la matière du tube 
y)Ouvait agir directement sur les molécules du mercure , et qu'elle 
exerçait sur elles une attraction plus grande que celle de l'eau. Or, 
cela exigerait que la couche d'eau interposée entre la paroi du tube 
et le mercure eût entièrement disparu; car, pour peu que son 
épaisseur ne fût pas insensible , elle suffirait pour rendre impos- 
sible l'action mutuelle du mercure et du tube. L'épaisseur de la 
couche d'eau étant devenue insensible, on conçoit que la quantité b 
pourrait varier , à mesure que cette épaisseur diminuerait encore de 
plus en plus; mais une pareille réduction de la couche d'eau est 
inadmissible ; et M. Dulong a donné l'explication véritable du chan- 

19.. 
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gement de figure da mercure à la suite de rébullitioo. Il a montré 
que^ dans cette opération ^ on oxide une couche de mercure^ en con- 
tact avec Fair^ et que cette petite couche , mêlée ensuite à la masse 
entière du liquide, suffit pour en changer les propriétés; en sorte 
que la couche d'eau adjacente au tube, qui a pu conserver une petite 
épaisseur quelconque , exerce sur le mercure , en partie oxidé , une 
attraction plus forte que celle qui avait lieu auparavant, dont l'in- 
tensité dépendra de la proportion de Toxide formé, et, par consé- 
quent, de la durée de rébullition. 
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CHAPITRE V. 

Pression des liquides j modifiée par Faction capillaire. 

(76). La même force (fui produit l'ëlévation ou l'abaissement d'un 
liquide près de la paroi da tube ou du vase qui le contient, ou , gé-^ 
néralement , près du corps contre lequel il s'appuie , influe aussi, sur 
la pression qu'il exerce sur ce corps dans son état d'ëquilibre; Cette 
modification de la pression hydrostatique est une partie essenti^e de 
la théorie de l'action capillaire; difiërens phénomènes en dépendent , 
comme on le verra dans la suite ; et la solution du problème ne sera 
complète qu'autant qu*on aura déterminé la pression d'un liquide sur 
un solide, soit aux extrémités du liquide, soit en d'autres points 
quelconques. Nous allons nous occuper spécialement de cette déter- 
mination. 

Appelons M un point du liquide, situé à une distance de sa surface 
et d'un corps solide, qui soit insensible, mais plus grande que le 
rayon d'activité moléculaire. De ce point, abaissons sur la surface de 
ce corps une perpendiculaire qui la rencontre en un autre point M' • 
et par le même point M faisons passer une seconde surface qui coupe 
à angle droit toutes les ncymales à la première. Les pressions exercées 
directement par le reste du liquide, sur la couche dune épaisseur in- 
sensible, comprise entre les deux surfaces, seront transmises au so-> 
lide par l'intermédiaire de cette couche. Si 1^ corps est retenu par.des 
points fixes , les efforts que ses appuis auront à supporter seront les 
résultantes de toutes ces pressions, en supposant, sans erreur sen- 
sible, chaque pression transportée du point M au point M'; s'il est 
entièrement libre, son poids devra faire équilibre à ces mêmes ré- 
sultantes, en négligeant, aussi sans erreur appréciable, le poids de 
la couche liquide adjacente à sa surface ; et, cela étant, dans le calcul 
des pressions totales que le corps éprouve, on rapporte à chaque 
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point M de la surface^ la pression qui a réellement lien au point M' de 
celle de la couche liquide* 

D après ce qu'on a vu dans le n* 24 f la pi^ssion rapportée à l'unité 

• de surface et relative au point M ^ auquel on substitue le point M^ est 

la résultante d'une force N noraiale et dirigée de dehors en dedans 

du corps y et de deux forces tangentielles T et T'^ dont les valeurs 

sont 

péflànX la pmssion sor ud plan pissant par le point M, laquelle est 
indépendante de sa direction; ^ désignant une quantité qui ne dë«- 
pend que de la matière du liquide au point M ; X et A' représen^ 
tent les rayons de courbure principaux de la surface qu'on a fait 
passer par le point M^ ou^ sans erreur sensiMe^ ceux de la sur-* 
face »ème du corps au point M', que l'on regardera cemime posi^ 
tifs ou conrnie négatifs^ selon que les lignes de courbure tonmetft 
leur concavité en «-dedans du corps ou en -dehors; et, enfin ^ les 
«ses des x et des y étant respectivement parallèles aux forces tan- 
gentielles T et T. 

Si le liquide est homogène et partout à la même températtrre , 
la quantité q sera constante , comme sa densité , et la pression se ré- 
duina à kuforce ncormale N. La pesanteur étsmt la seule force don- 
née qui agisse sur le liquide , le premier terme de N aura pour 

expression 

p zs^ c -^ gfz; 

z étant l'ordonnée du point M , verticale %t dirigée en sens con- 
traire de la gravité ; g cette force , p la densité du liquide , et c 
une constante arbitraire. Quand une partie de la surface libre du 
liquide sera plane et horizontale , on aura cs=zn, en comptant les 
z k partir de ce plan^ et désignant par n la pression atmosphérique. 
Quand aucune partie de la surface libre ne sera un plan^ la cons- 
tante c ne sera plus égale à la pression II appliquée à cette sur- 
face , et Ton devra recourir a d'autres moyens pour la déterminer. 
Dans le premier cas^ si la hauteur du point M au-dessus de la par- 

tie pUine du liquide surpasse Ti^n^ la qufintijté p seca négative à ce 
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paint. Cela arrivera ^ par exemple ^ dana ^intérieur d'un tube exœssi-^ 
vement étroit où le li<]pQide s'élève à une très grande hauteur au-dessiis 
de son niveau extérieur^ ou bien , sans que son diamètre soit extrême- 
ment petit 9 lorsque le liquide sera placé dans un air très raréfié. Dans 
sa partie supérieure , le tube sera alors tiré de dehors en dedans , au 
lieu d'être poussé de dedans en dehors ; et il devra r^ister a cette 
forée par l'attraction qu'il exerce sur les molécules du liquide^ dimi* 
nuée de la répulsion calorifique. On voit aussi , par cette remarque , 
que la somme 2 , que représente p , peut non-seulement changer 
de grandeur dans un très grand rapport^ pour de* très petites difl^- 
rences de condensations du liquide (n^ iS)^ mais qu'elle peut aussi 
changer de signe; en sorte que pour des valeurs très peu diffé- 
rentes de l'intervalle moyen des molécules ^ qui a lieu en haut et 
en bas du liquide , la répulsion calorifique soit prépondérante dans 
la partie inférieure du liquide^ et l'attraction de la matière pondé- 
rable , dans la partie supérieure. 

Le terme p de la valeur de N est la partie principale de la pres- 
sion du liquide^ et la sbule à laquelle on ait égard ^ en général. 
La seconde partie est^ en effet , très petite ^ et ne pourra devenir 
considérable que dans le cas d'un corps d'une très petite dimen- 
sion et d'une très grande courbure. A la même profoÈftieur, au-des* 
sous du niveau du liquide ^ une sphère solide éprouvera , en vertu 
de ce second terme de N, une augmentation de pression d'autant 
plus grande que son diamètre sera plus petit. Toutes choses d'ail- 
leurs égales^ il faudra quelle soit susceptible d'une plus grande ré- 
sistance, pour n'être pas brisée; et son diamètre subira, par la com- 
pression, une plus grande diminution que celui d'une autre sphère 
d'un plus grand rayon. Le coefficient y, dont dépend cet excès de 

pression intérieure , n'est pas exactement le coefficient - H , qui çst 

déterminé par l'ascension ou la dépression du liquide dans un tube 
capillaire; ils diffèrent l'un de l'autre par une quantité ç, relative 
à la couche superficielle du liquide. Si Ion néglige q, par rap- 
port à 9, qui parait devoir 4tre ht partie principale de - H , il en 
résultera que dans l'eau , Texcès de pression dont il s'agit, en chaque 
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point d'une, sphère y iL'uQ rayon égal à un millième de millimètre , 
équivaudra à un enfoncement de i5 mètres à peu près dans le même 

liquide. 

Mais nous allons démontrer que^ quelle que soit la nature du liquide, 
et la forme d'un corps solide qui y est entièrement plongé , la seconde 
partie de la force N et les forces T et 'F, appliquées à tous les points 
de la surface de ce corps , se détruisent sans le secours d'aucune autre 
force 9 et ne peuvent lui faire prendre aucun mouvement de trans* 
lation ou de rotation. 

(77). En faisant pour abréger. 



y/'- 






et désignant par y la seconde partie de N, on aura 

i dz i dz 

Vv dx , V dr , . 

quelle que soit la direction des axes des coordonnées x^ y^z\ on regar- 
dera , dans cette formule , v comme une quantité positive ou néga- 
tive y selon que la normale menée par le point M' à la surface du 
corps et dans son intérieur, fera un angle aigu ou obtus ^ avec une 
droite menée par le même point suivant la direction des z positives. 
Désignons par )î , y}\ Ç , les coordonnées d'un autre point m de cette 
surface, rapfiDrtées au point M' comme origine, et aux directions des 
forces T , î" ; appelons ç', ce que q devient en ce point m : il est 
évident que les dernières équations (i) seront la même chose que 

T ^^ T' ^ 

pourvu que l'on fasse » =? o et ))'=o après les différentiations , ce 
qui rendra nulles l'ordonnée Ç et ses différences partielles ^^ et ^. Les 

coordonnées de m, rapportées aux axes quelconques des or, y^ z, 

seront 

a: + a)î + tu' + cÇ, 

^ + a')f H- b'rt' + cXf 
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a^ hp etc.> étant les cosinus des angles compris entre les axes des 
^^ d', ï^f e\ ceux des Xyj^ z, lesquels cosinus sont liés entre eux par 
des équations, connues 9 qu'il est inutile d^écrire. On pourra considérer 
q' comme une fonction de ces trois nouvelles coordonnées ; et alors 
on aura 

ï = (§) " + (I) <■' + (S) '^'■ 
S'=(l)*+(|)^+(S)*". 

pour les valeurs particulières d = o et rfz=o. 

Les parenthèses dont sont enveloppées les différences partielles de q, 
indiquent qu'elles doivent être prises en regardant les trois variables 
^ y y 9 ^y comme indépendantes ; mais nous pouvons aussi consi- 
dérer z comme une fonction de x et jr, donnée par l'équation de la 
surface du corps ; et sous ce point de vue , nous aurons 

dij^dx \dz)dx' Wr/ *^ \di)^' 

D'ailleurs ^ l'axe des z positives étant la normale à la sur&ce du 
corps , menée dans son intérieur par le point M' dont les coordon- 
nées sont X, 7", z, e\ c, c', d'^ désignant les cosinus des angles que 
fait cet axe avec ceux des x^ y^ z, il s'ensuit qu'on aura 

— _ 1 dz ,^^^ 1 dz it ^^^ ■ 

V dx V dj V* 

eu donnant à i^ le même signe que dans l'expression de Y. On a ^ en 
outre 

rtcH-a'c' + aV' = o, bc-^Vd + b'd' ^Oi 

il en résultera donc 

dx ' dj or ' 4r 

ce qui fera disparaître i-j-) dans les valeurs de ^ et ^ , ou de T et 
T, et les réduira à • 

T-â-'+l'^. T'=â»+|*'- (5) 

20 
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Enfin, si Ton désigne par ds réiément différentiel de la surface du 
corps^ et si IW observe cpxe cet élément et sa projection horizontale 
dxdjr doivent être des quantités positives , on aura 

ds = vdxdjTj ' 

dans toute l'étendue de cette surface* 

Multiplions les équations (4) par ds , puis intégrons dans toute 
cette étendue ; nous aurons 

^^=JJ L-^-^ ^J-Z-^r 

+JJ l^^is i^}i-^r, 

la première intégrale double de chacune de ces expressions répondant 
à la surface inférieure du corps , et la seconde à sa partie supérieure. 
Ces intégrales auront donc pour limite commune, la ligne de contact 
du corps et du cylindre vertical circonscrit , en sorte qu'eUes doivent 
Mre étendues aux valeurs de x etjr^ relatives à tous les points de la 
base de ce cylindre sur le plan de ces coordonnées. 

Menons au contour de cette base deux tangentes parallèles à Taxe 
des^. Leurs points de contact diviseront cette courbe en deux par- 
ties ; et nous aurons 

ff^dxdjr^ {fqc\dx) - [fq^.dx ] ; 
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les intégrales comprises entre des parenthèses repondant à Tnne des 
denx parties , et celles qui sont renfermées entre des crochets appar- 
tenant à l'autre. Mais, pour tous les points de la courbe de contact 
du corps et du cylindre vertical , et , par conséquent , p6ur toutes 
les valeurs de x et j^ qui répondent à la projection horizontale de 
cette courbe , la quantité 9 est la même , soit qu'elle appartienne à 
la partie supérieure ou à la partie inférieure de la sur£ice du corps ; 
de plus, la normale intérieure à l'une de ces deux parties est, en 
chacun des mêmes points, le prolongement de la normale extérieure 
à l'autre partie, ou, autrement dit, les angles qui ont c, c^, c", pour 
cosinus sont les supplémens de ceux dont les cosinus sont c, , c\, c", : 
dans les intégrales simples qui précèdent , on fera donc (j(f^ — - q{f^ ; 
d'où il résultera - 

(fqc'dûc) -H {fqc'.dx) = o , [fqtfdx] + [fqc\dx] = o , 
et, par conséquent. 



//■^ '^^+ff-^ ^r 
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On prouvera de même que l'on a 

et en ajoutant ces deux équations, on en conclura 

fZds = 0. 
Par un raisonnement semblable, on trouve 

fXjds = o , fYds = o. 

Ainsi , les sommes des composantes des forces que nous con 
sont nulles suivant les trois axes des x , jr, z. 
Les équations (4) donnent 
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^^ coBUne »ks taeconâs membres de «s nounKelles ^«UifOûs mit la 
même fiomtne «que «en: dœ équdtions 1(4) > )3n en coniclure , ^r une 
aoaljrfè^temQbtaÛe à da >préeëdc9âe ^ 

les iotégrtles s^ëfteodant ^la «utffiM^e enlîère An xor^. Les sonimescdes 
momens des forces X^ Y, Z, par rapport aux axes des x^y^z^ sont 
donc aussi nulles; par conséquent, ces forces appliquées à tous les 
poiifts de la sili^Fatce du corps se détruisent muttiellement; ce qu'il 
s'agissait de démontrer. 

Quoique nous ayons supposé^ pour plus de simplicité, que la sur- 
face du corps notait vetioonttoée qu'en dectic points par chaque droite 
tirée dans son intérieur, il est aisé de voir, cependant , que la dé- 
monstration précédente aura encore ïieu flans le cas d'un noml)re 
quelconque d'intersections , lecjpel nombre €era toujours pair, à cause 
que le corjy est terminé de toutes parts. Il faudra iilors la diviser en 
plus de deux parties tmotigoës, et (étetofkre les iiMtégrakB k chacune 
de ces parties séparément. Mais la démonstration et la proposition 
^Ile-mènie exigent que la surface du corps ne présente aucune 
arête vive, c'est- a- dire aucune tigne pour laquelle les plans tan- 
gens aux deux parties ^^)it:entes de ^ 'stitface , comprennent un 
an|;le fini. Quand il en existe, les forces X, Y^ Z^ appliquées à ia 
surface entière du corps, ne se font plus équilibre^ et d'ailleurs on 
ne doit pas. perdre de vue que, près d'une arête vive^ Ja résultante 
des forces N^ T, T^, déterminées par l'analyse du n* 23, n'exprime 
plus la védritable presâion du liqcdae, dont^a granSeor et la direction 
doivent alors -être <iéduites -de considérations particulières. 

(79). Si l'o^ déniande la pression exercée par les forces X, 
Y, Z , ftur une poistion seulfenieiât de la surfa(ce du corps plongé 
dans le liquide^ les intégi*âles fXds, /Hds, /Zds, ne seront plus 
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nuHeSy et l'on en pouim terminer les valenro de la iMBière ^ 

suiyaDte. 

Supposons que cette portion de surface appartienne k la partie iur 
férieure du corps, à laquelle repondent les cosinus c, 4/, c"; il faudra 
supprimer, dans^ l'expression de chacune de ces trois intégrales, la 
partie qui renferme les autres cosinus c,, e^», c'\ ; «t en cOoidérant 
la troisième inlégrab , on aura alors 

Faisons passer par le contour de la portion de surface que Ton consi- 
dère,, une surface cylindrique parallèle à Taxe des z. Par un point 
quelconque de ce contour, menons, dans Tin teneur du cylindre et 
daDS l'intérieur du corps, des normales à leurs surfaces. Soient y , 
y', y", les cosinus des angles que fait la normale à la surface cylin- 
drique, avec les axes des x^y^ z; et ceux des angles qui répondent & 
l'autre normale étant c, c', c", si l'on désigne par i l'angle compris 
entre ces deux droites, on aura 

€Mi = cy^c^y' + c^y. 

Les intégrales relatives h oc et j" s'étendront à tous les points de la 
base du cylindre sur le plan de ces coordonnées; or, chacune de ces 
intégrales doubles se réduira , comme dans le n* 35 , à une intégrale 
simple, étendue au contour entier de cette base; et si nous appelons 
ds 1 élément du contour de la portion de surface dont cette base est 
la projection , et J" l'angle aigu que fait cet élément avec le plan des 
X et j y de sorte que cos ^dr soit l'élément du contour de la base, 
nous aurons 

ff^dxdyz^^fqcycos^da, fP-^djrdx^^fqc'y'co&^dtri 

donc, & cause de y sso, il en résultera 

flêds ^=^fq cos i cos J^rfa ; 

l'intégrale s'étendant au contour entier de la portion de surface que 
Ton considère. 

Lorsque cette portion de surface appartiendra à la partie superievro 
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du corps, on prendra pour i l'angle compris entre la normale ex- 
térieure du corps et la normale intérieure du cylindre ; quand eUe 
appartiendra à la partie supérieure et à la partie inférieure, on cal- 
cîileca la valeur de fTàds séparément pour chacune de ces deux 
parties. L'angle i sera aigu dans l'une et obtus dans l'autre; et il 
se comptera toujours à partir de la normale intérieure du cylindre 
parallèle à l'axe des z. On obtiendra de même les valeurs de f\ds 
et f\ds. 

Si le liquide est homogène, le coefficient q sera constant et sor- 
tira en-dehors des signes f. En supposant la portion de surface ter^ 
minée par une courbe plane et parallèle au plan des or et j^, on 
aura cos J^ = i ; et si, en outre, le corps est un solide de révo- 
lution dont l'axe isoit parallèle à celui des 2, cette courbe sera cir- 
culaire, et l'angle i constant dans toute sa longueur; en appelant 
donc r son rayon , on aura 

fTàds = aflT/Tgr cos i. 

Pour le même contour, ^ angle i se rapportera à la normale inté- 
rieure ou à la normale extérieure du corps , selon qu'il s'agira de la 
portion de surface inférieure ou supérieure à cette courbe. Les deux 
autres intégrales seront évidemment nulles. 

(80). Puisque les forces X, Y, Z, appliquées à tous les points de la 
surface d'un corps terminé de toutes parts, se détruisent complète- 
ment, il s'ensuit que quand ce corps est plongé en entier dans un li- 
quide , la pression totale qu'il éprouve est uniquement due à la partie 
p de la force normale N. Or, on sait que les composantes horizon- 
tales de cette force p se détruisent, et que les sommes de ses com- 
posantes verticales se réduisent toujours à une force égale et direc- 
tement contraire au poids du volume de liquide , déplacé par le 
corps ; la diminution du poids du corps entièrement immergé sera 
donc égale au poids de ce volume de liquide , conformément au 
principe ordinaire de l'Hydrostatique. Mais il n'en sera plus de même 
dans le cas d'un corps flottant à la surface d'un liquide : l'action ca« 
pillaire pourra donnfr lieu à une différence dans les pressions ho- 
rizontales, d'où il résultera un mouvement du corps parallèlement 
à la surface di^ liquide; et, dans tous les cas, cette action influera 



DE L'ACTION CAPILLAIRE. 16^ 

snr Ift perte de poids ë pro u vëe per le corps non entièrement im* 



Sapposons d'aboid qoe le corps scMt nn solide de renJntion , qm 
ail son axe Tertical et sa sarfaoe de même nature dans tonte son^ien» 
dne, afin qne les Aims horisontales se détrmsent , et qu'il râffise de 
coQsidàner les finces Terticales. Soit CB (fig. 17) Taxe dn corps^ 
CASA' nne section de sa snrfrce par nn plan passant par celte droite, 
AOD et hl(yV les sections de la snrftce dn liquide par le même plan. 
Les pMnts A et A' on elles rencontrent la snrÊMre du corps seront 
dans nne même droite horisontale , an-dessus ou au-dessous du ni- 
▼eau nalivel dn liqnidb, selon que ces oonriws tourneront leur cou- 
caTilé par en haut ou par en bas. Je repré s e nterai par ar la distance 
AA', de sorte qne r scMt le rajon du corps à Tendroit où le liquide 
s^arrëie. Suit M un point du liquide situé à des distances insensiMes 
de sa surfine et de celle du corps, qu'on supposera , cependant, plus 
gnodes que le rayon d'activité moléculaire. Par le point M , fiôsons 
passer une suriMe qui coupe à angle droit toutes les normales à la 
surface dn corps » et dont la section par le plan de la figure soit la 
oouiiie OGXy terminée en O et (V à la surface dn liquide. Tirons la 
droite horiaontade MHM' qui coupe cette courbe en II et M', et Taxé 
du corps au point H. Par les points M et M', fiiisons passer une sur- 
&ce qui coupe à angle droit toutes les normales à celle du liquide , 
et dont les sections soient FME et F'M'E', qui rencontrent en F et F' 
la sur&ce du corps. Menons par les mêmes points des perpendicu- 
laires MK et WK à cette surface , MN et MTÏ' a celle du liquide. 
Nous aurons 

KMH=:K^lI = i; 

(ê étant Tangle relatif à la matière du liquide et à la snrfiice du 
corps, donné par rexpérienoe, et obtus ou aigu , selon qne le li- 
quide s'élère on s'abaisse ; et 1 désignant le même an^ç que dans 
le numéro précédent. 

J'appellerai T la concbe liquide adjacente à ;la surfine du corps , 
et dont la section se termine, d'antre part, à la courbe MGHT, 
aux normalci MN et M'N', et aux portions de courbes AN et ATT. 

ai 
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Jenomm^rfi L le reste du liquide, et je yais calculer l*âclioti ver- 
ticale de L sur la couche F, à laquelle j'ai donné la forme nëtes-» 
saire pour que cette, force puisse s'exprimer au moyen de quantités 
ip^.sf^çant 4/K)nné|^ dans chaque ca^. 



' il 



ré • 



,.'» 



., I^ur*r>lir9gei;9 j'indiquerai chaque partie de L ou^.de J ^ ou» gé- 
nér^emept^ chaque purtie du liquide par la partie de- la figuse 4 
laquelle jcille ropoqd. Cela étant , l'action de DOGO'iy sur KMGMIC' 
;i'e|jt auti^ jchpse que la , force N du.n"* 76, décomposée yeriicalement 
et, appliquée à tous les élémens dcrkt partie d» surface de T qi\i ré- 
pond il la courbe MGM'; je la représenterai par£, en la supposant 
dirigée.en«en^ contraire xle la pesanteuc.^^ désigoer^â, suiraot cette 
direction ,; par Qi'action du.mème liquide sur. la. partie de F qurré« 
psoiiiià ÇMK.ou F^'K^ et par R celle qui seraiVl^ercée par la partie 
de r «arrespondantçà OMN ou aM'N', sur si^, partie FMGMT'. U est 
évideivliqi^ pour avoir l'action de L sur cette dernière partie de ^ F, il 
iau4rft retrancher R de P-f*Q« L'action de L^sur le surplus de F> 
c est-à-dire sur ]a partie correspondante k NMFA ou :SJI'M'F'A', se 
composera de l'action de EMGM'E', que je représenterai- -îpar S, et 
de l'ac^on de la couche superficielle ou correspondante à DNME 
o^ P'N'M'E', que je désignerai .par Tj l'une et l'autre dirigées 
en sens contraire de la pesanteur. L'action totale de L sur F sera 
donc.r . • , . 

X P + Q~R + S + T; 

et il s'agira de calculer successivement les^cinq parties dont elle 'se 
compose. 

(8i). Si l'on appelle t la distance d'un point quelconque de la 
courbe MGM^ à l'axe GC^ la projection horizontale d'une zone in- 
finiment petite de la surfisice engendrée par cette courbe, sera v^tdtj 
et la composante verticale de la force normale N^ appliquée à 
toute cette zone^ auça pour valeur o^rN^*^; par conséquent, on 
aura: -,. .. ,. ^ .■. .-. •. ■ i- . 

en prenant :r ppnr la yaleur de HM, ce qu'on peut faire sans er-» 
reur seusil^kf; Lf|,)wrti«*de;iit<;qttft sépoud am ^aecèndr terme de N est 
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rintegril» /ZdS^i^dont là valeur sera 2irrq cos i, d'après Je 4i^ 79, 
En mettant pour le premier terme p de N., sa valeur c-^^fgz, on 
aura donc ^' 

F:!=:7fcr^ — ^ ^'^gf I ^dt + tkicrq cos 1. 

J'appellerai V la j^rtie du volume du corps. qui est située au-dessous 
du plan des x eljr^ et qui répond, con^équemmcnt, aux valeurs né- 
gatives de z ; je désignerai par m la partie de son ^volume comprise 
entrç ce plan et la section horizontale du corps, a laquelle le liquide 
s^airète et que l?on peut, sans erreur sensible, faire passer par les points 
M et M^ au lieu diir^^t A\ Soit aussi A:' la distance de cette sectio|p 
au plan des x et^j en regarjdanf k^ptv comme des quantités po^ 
sitives ou négatives, selon que les points A et A' seront au-dessus 
on au-dessous de ce plan , nous aurons 

J o 

, I .'il •.: ;■ • *i * , t- .*' f*.. • Mu!-' ':»! 

I 

Si le liquide s'étend indéfiniment autour du cotpb , sa surface sera 
sensiblement plane à une certaine distance ; en prenant ce plan pour 
celui des x et j^, V sera le volume du corps situé au-dessous du ni- 
veau naturel du liquide , et Y-f- i^ le volume de ce corps , en con- 
tact avec le liquide. Dans ce même cas on aura c = n ; mais , pour 
plus de généralité, je ferai 

c = ri +gpft; 

'h étant une constante qui sera nulle dans le cas d'un liquide indé- 
fini , et dont la valeur dépendra du ^ volume du liquide , quand il 
aura une grandeur donnée. De cette manière, on aura 

P = TTf^U + "TCgf (6 — A:) r* -f- gp (p + V) -I- irTrrq cosi. 

Si l'on décompose en élémens infiniment petits, la partie de r 
qui répond à NMFA , l'action de la couche superficielle DNME sur 
un élément dont l'épaisseur est € , sera la force U€ dif n* 4'/ perpen- 
diculaire à MN et dirigée dç dehors en dedans de TélémenL ; on aura 
donc la partie de T qui répond k cet élément, en multipliant U€ 
par le sinus de l'angle que fait k droite MN avec la verticale menée 
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de bas en bant par le point M , lequel angle est égal à HMN, moins 

un angle ^droit^ ou 4i i -|- â# — - tt; et comme on a trouvé Uc=:— or, , 

cette partie de T sera q^ cos (i 4- ^)i or , cette force étant la même 
pour tous les élémeas , on en conclura la valeur totale de T^ en j 
remplaçant 6 par la circonférence a^rr; ce qui donne 

T = 2^jrq^ co« (i + »). 

Chacune des forces Q^ R, S, se déduira de même de la force Ze 
du n"* 43> en déterminant convenablement les angles a, b^ a\ b\ et 
remplaçant e par n^rr. Soit, pour cela (fig. 18)^ IMI' une verticale ^ 
HM une horizontale ^ MK et MN des droites qui fassent les angles 
i^t i-f-^ ^vec MH, OMG et FME des droites perpendiculaires à MK et 
MN. On prendra la droite IMI' pour Taxe DCE de la figure 12 , à 
partir duquel les angles a^ b, a\ b\ sont comptés ; et la force Zë 
sera dirigée suivant MI. Pour en déduire Q, il faudra faire coïncider 
les lignes CA, CB, CA', CB', de la fig. 12, avec les droites MG, JfO, 
MK, MF, de la fig. 18; cela étant , on aura 

a=:GMr= — î, ft = OMr = ^ — I, 

d = KMI= — -^+î, 6' = FMI = — '7r+iH-«; 

et d'après Tune des formules (4) ou (5) du n^ 44 » ^^ ^^ conclura 

Q =r 4^çr sin i cot (». 

Relativement à la force R, on fera coïncider les lignes CA , CB, CA'^ 
CBV de la fig. 12, avec les lignes MN, MO, MG, MF, de la fig. t8; 
on prendra donc 

a=:NW=-7r— i-^a>, Z^ = OMI' =5 tt — /, 

2 

. ^ a'=GMt = —9r + i, 6' = FMI = — .v+i+û,; 
et il en résulter^ . 
R = rrrqr [sin / tang Q ir — ^^^ -^ sin (f + ^) (i — tangi a>)]. 

Enfin, à l'égard de la folrce S', on férft coïncider^es lignes CA, CB, 
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CA', CB*, de Ir fig. 13, avec les lignes *MG, ME, MF, MN, de la 
fig. 1 8; ce 4{oiexigera-^e l'on prenne 

a =GMI' =•:-{', À =s EMI' = TT -^ t — «V 

a' = FMI=— w-H-t-f-a, ft'=NMI = t-f-a»— i»; 

et d'où l'on conclura 

S = a^-jr [sîn / tang Q ^ — - « J — sin i cot -,{» — sîri (i +û>)]. 

4u moyen de ces valeurs de Q^ R^ S^ on aura 

Q — jR + Sss a?r9r[asin£COtâ»— stn(£-f-âi»)tang-ai— sniicot-â»}; 

équation que l'on peut écrire ainsi : 

Q — R + S + leTrqr cos i = a^çr cos (i -|- «). ' 

Donc y d après les valeurs de P et T ^ la pression totale exercée sur le 
corps flottant , en sens contraire de la pesanteur , aura pour expres- 
sion , - 

en faisant, comme dans le chapitre précédent , 

î + 9« = ÎHj. H=gfa\ 

On se rappellera que o) a là même signification que dans ce cha- 
pitre , et que i + û) est l'angle compris entre le rayon du corps dont 
la longueur est r, et la normale extérieure du liquide y %ienée par 
l'extrémité de ce rayon , lequel répond i la section du corps où le li- 
quide s'arrête. 

(82). A ce résultat, il faut joindre l'équation relative au volume 
du liquide que l'on formera tle la manière suivante. 

L'équation différentielle de sa surface peut s'écrire sous la forme 

'? ' 
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b étant foiljo^«•la .con$t|iuMe ^pi^.ptayira^d^ i^kur de p^. r^dë^ 
signant une antre constante arbitcaif^^ ettla radical étant positif ou 
négatif 9 selon que la normale,. extérieure Tait un .angle aigu ou 
obtus avec Taxe des j5 ^positives. ÏPour t^r ou z^ss^k, on aura 



A.'... - ■ 



Pour zf=o , on aura de même 

dx ' . / ,.dt* 

/ 
t 

n étant TàBgle que feit la norn^ale extérieure du liquide , au point 
où la génératrice de sa surface coupe le plan des x et /, avec le rayon t 
du même point , que je représenterai par /. On a d'ailleurs " 

%fztdt = zt^ — ft^dz\' 

■ • . ■ 

SI donc on fait syccessiyement z=oet^ = /., a=A: et i^==^T ^ 
dans réquatipn de la surface , et qu'on retranche les résultats Pun 
de l'autre , il en résultera 

rcos (i + «) — r'cos u = ^ — )i^Jl^,^ — ^('""" ''^'^' 

Or y si Ton désigne par U le-volume .du liquide situé auniessus du 
plan des x et j^ c'est-4l-dîre au-dessus ou au-nlêssous , selon que U 
sera positif ou négatif^ et si Ton observe que v est le volum'e du 
corps compris entre ce plan ^ et la section horizontale où le liquide 
sVrrête , cyi aura . < , 

et par conséquent 

Ussa^Ar* — ^ — 'nhf^ -^^*) -* ^^ \rQM (t + ») — / cos >»]. (5) 

Si /par eicemplë, le liquide est compris entre deux plans Horizon- 
taux qui terminent des corps quelconques, et que Fou prenne le 

''*i 3 

plan inférieur pourccikii dçs .r et^, on aura ijb= - tt, >f = - ^ — tJ ^ 
en désignant par (J l'angle donné que fait la normale extérieure du 
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liquide à sob ^ extréfnité inféneore, avec la verticale^ itaèttée diAos 
rîntérwur dv corps, ilàir iéqnef'H s'appUië. Ilaiii^ljt^ aiè&é"câ8;'Ta 
quantité v sera nulle; il enTesuttéra donc 

- • 

Lé volume V V^ra aussi nuLy et }a pression exercée d^ bas eù'.haut 
sur le plan supérieur, aura pour vareur 

Elle devra faire équilibre àii poids du corps que termine ce plan , 
augmenté de la conàposante verticale ile la pression atmosphérique^ 
q^i agit direëtenîent sur toute la partie de la surface non^ ea con- 
tact avec le liquide^ et fait déjà équilibre à la partie ^r*n de la 
pression inférieure; En appelant 9 le poids du corps*, nous aurons 
donc 

« = irgfhr^ — ^ ^^pr {kr -f- a* sin a). (7) * 

Ces équations. (6) et (7) serviront à déterminer la constante 6, et 
rëpaisseur k du liquide, d'après son volùnie U etia c^âi^e 9 quMI 
supporte; ..;... ^.. . 

- (85). Lorsque le liquide s'étend indéfiniment, et qu'on prend le 
plan de scrn ttvé&u natti^l^ pôtir celui des x et ^, on a ^ s= o, 
l'angle ti est droit , l'équation (5) se réduit à 

Uss'TrArr' — i'— iraV cos (/ -I- û>) , 

et U est le volume du liquide soulevé ou abaisse par l'action capil- 
laire autour du corps flottant. IX'après, cette valeur de U , la pression 
que ce corps éprouve en sens contraire de la pesanteur est la même 
chose que 

.*r*n + grp(V — U); 

• ^* 

p«r conséquente l'effet r de l'açlioa capillaire est de diminuer on 

d'atfgmefiter la preseiom dont U Vagit d'une quantité* ^le wà fioids 
du liquide soulevé ou abaiasé^i ^ -.,.., ,. • . ^ 

Pour que le corps demeure en équilibre 9 il faudra que cette force 
soit égale à son poids augmenté de la cAnposante verticale de la 
pression atmosphérique, qui a'teerce sur la partie de sa surfiice si- 
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tuée hocs du liquide, laquelle oompoMOte a^r*n pour valeur. En 
appelant 4r le poids- du corps, pesé dans le vide , on aura donc 

On parvientimniëdiatèinent à ce.résultat en côtisidérant un large canal 
compose d'une partie courbe et de deux branches verticales, et dont 
la section normale soit constante dans toute sa longueur. Si Ton 
suppose que Tune des deux branches comprenne toute la partie 
de la surface du liquide qui n'^est pas sensiblement horizontale j et 
qu'on appelle fc le poids du liquide contenu dans Fautre branche, 
au-dessiis d'un plan horizontal choi3i arbitrairement, il est évident 
que le pofds du liquide renfenné daos la première branche, au- 
dessus du même plaq, se composera de ft augmenté de gflJ et di- 
minué de gp\j ce poids ^6+ gpU — gpy, ajouté au poids du coi^ps, 
devra faire équilibre à /i. On aura donc 

f* + gpU — gp V •+- • Œ At .; 

ce qui donne l'équation précédente. Mais il était important de faire 
voir que les formules relatives aux actions moléculaires, qui nous 
ont servi à trouver les équations de la surface capillaire et de son 
contour y peuvent aussi conduire directement aux conditions d'équi- 
libre d,'un corps solide en contact avec un liquide, et, généralement, 
aux valeurs des pressions modifiées par l'action capillaire. 

Si le coi^ flottant est attaché au plateau d'une balance , et qu'on 
ait mis daps l'autre plateau un poids «4-^9 il faudra , pour l'équi- 
libre de ce système , que nous ayons . 

A = g^(U-V), 

ou bien, en remettant pour U sa valeur, 

As=gp[9rAT* — ir— ^^r CO8 (i -I- «) — V]. 

Sî.le'corps est un cylindre ou on disque diicnlam, et que le liquide 
se tertnine à sa base inférieure ou à'ia circonfiérence de cette base ho- 
rizontale , on aura i^s=:o,V = o,et simplement 

Ûi:±i7rgùr[kr — a* cos (i + a^)]. (8) 
jQuand la ligne oif le liquide ^!arrète aéra tancée sur U.jkase, l'angle 1 



DE L'ACTION CAPILLAIRE. 169 

sera Afoh; il m résultera 

A = TTgpr (kr -f- a' sîn cé) ; 

et le rayon r poorra varier sur cette bfise , en même tetnp» i|ue d 
et k. Mais y lorsque le contour du liqnide sera tracé sur Taràle qui 
termine la base du disque / ou un tant soit peu an^^egius , Tangle i , 
c^estHi-dire l'inclinaison de la normale k la surfiicé èe cette aràte^ 

pourra prendre toutes lea valeurs , depuis 1 ss o jusqu'à J ^^ -tt; 

par conséquent , Â et A: pourront varier sans que r change de valeur 
al cesse d'être égal au i^yon du diaque« I/équaftion (8) âouaaervîr^, 
dans le chapitre suivant f à résoudre une des questions les plud inté- 
ressantes de la théorie de l'action capillaire. 

(8^. Pour déterminer l'effet de la capillarité sur les pressions 
horizontales y je supposerai que le corps flottant soit compris entre 
d^ux plans verticaux et parallèles , d'une très grande largeur^ afin 
qu'on puisse négliger^ sans erreur sensible, la partie de la pression 
qui a lieu près de leurs extrémités, relativement à la pression totale, 
et considérer la hauteur du liquide et la pression conune . constantes 
dans toute la largeur de chaque plan. Le corps sera terminé, en haut 
et en bas, par des surfaces* quelconques; on supposera la surface in- 
férieure eutièrement immergée » et la surface s|ipérieure entière*-* 
ment en*dehors du liquide. La figure 19 représente une section de 
ce corps, verticale et perpendiculaire à ses deux fiaqes latérales. Les 
lignes AD et A'D' sont les sections de la sur£ice du liquide,, de part e^ 
d'autre du corps> qui coupent ses deux faces aux points A et. A^ 
Ces courbes sont différentes, et A et A'^ n'appartiennent pas à une 
même droite horizontale. Selon que chacun dç cas points est au-4çssus 
ou au-dessous du niveau du liquide, la courbe correspondante tour- 
flira sa coi^vité par en haut ou par en baa^ La droite LL^ est l'inte):?- 
aeiption du plan de la figure et d'un plan horiwntal, que je prendrai 
p9ur celui des x et j^, et que je supposecai à une distance h aurtdes- 
SOU& du niveau du liquide. Elle coupe les deux faces du Uqui4ç ^^x 
points C et C'^ situés au-dessus de la partie courbe du corps et au-det^ 
sous de A et A^ Je ferai 

23 
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k et k, étant des quantités positives ou négatives , selon que A et A' 
sont au-dessus ou au-dessons du niveau du liquide. 

Cela posé, les pressions horizontales se détruiront sur la partie 
du corps située au-dessous du plan des x et jr; celles qui provien- 
nent de la pression atmosphérique se détruiront également sur le 
corps entier. Au-dessus des points C et C, les rayons de courbure 
X et K' étaùt infinis, la pression normale N se réduira à sa partie 
p, dont on pourra représenter la valeur par 

abstraction Êiite de n. Les pressions horizontales qui proviennent de 
cette force p, et qui ont lieu sur les parties du corps correspon- 
dantes à CA et C'A', seront donc 

gpif^^ (* — ^)^f gf^lf^ \h — z)dz, 

ê 

en désignant par l la largeur du corps , et la supposant la même 
pour les deux surfaces. Par conséquent, si Ton effectue les intégra- 
tions , et qu on appelle cT Fexcès de pression dû à la force p , qui 
pousse le corps de gauche à droite , on aura 

Mais la quantité p n^est pas la pression du liquide dans toute sa hauteur ; 
elle cesse de Fètre à nue distance de la surface moindre que le rayon 
d'activité moléculaire ; et , quoique cela n'ait lieu que dans une 
épaisseur insensible , la pression exercée par la couche superficielle 
du liquide n'en est pas moins une quantité sensible, qu'il n'est pas 
permis de négliger. 

(85). Soit donc M un point du liquide situé à droite de la figure , 
à des distances de AC et AD, moindres que les rayons d'activité 
du tube et du liquide. Par ce point, menons une verticale OMG 
qui coupe AD au point , une peipendiculaire à cette courbe AD 
qui la rencontre au point N, une horizontale MH qui rencontre AC 
au point K , et une courbe PME parallèle à AND. Nous aurons à 
déterminer les composantes horizontales des mémesibrces dont nous 
avons précédemment considéré (n"* 80) les composantes verticales Q , 
R, S; T. Je les désignerai par Q\ R', S', T'f la valeur de chacune de 
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ces quantité aura / pour facteur ; et , abstraction faite de ce facteur, 
T' sera la composante suivant BIK de la force U du n* 4< f H^^ HP^ 
suivant MF, et dont la valeur est — - 9. ; d'où l'on conclut 

T'= — ç,/sinaî 

(» étant toujours Tangle donne KMN. Quant aux valeurs de Q', R^ S', 
elles s'obtiendront , comme celles de Q, R , S, d'après les formule^ ÇQ 
et (5) du n* 44? seulement, au lien de compter les angles a, b, a', b\ 
k partir de la verticale IMI' (fîg. 18), il faudra leur donner pour ori* 
gîne l'horizontale MH ou son prolongement MH', et faire coïncider 
les droites MK et MH, ou supposer 1 = o. 

De cette manière, on obtiendra la valeur de Q', en faisant 

a =GMH' = — i^, b =OMH'=-^, 

a'ssKMH = o, 6' = FMH =p — i^ + «; 

2 

ce qui donne 

(^z:si 2ql cot m. 

Pour déterminer R', on fera 

a =NMH'=7r — û), b =0MH'=-'7r, 

' 2 ' 

fl' = GMH=i — -9r, 6'=FMH=:— i^-|-«; 

2 ' 2 ■ 

d'où l'on conclut 

R' = f/rtang (7 ^ — ' ^} •" •" **og - ^) cos « J. 
Relativement à S', on prendra 

a =GMH' = — i^r, b =EMH'= i^r — «, 

2 ' 2 ' 

a'=:FMH = — -^+â#, *'=NMH = «; 

2 ' ' ' 

et Ton en déduira 

S'sf/rtangQ^r— >-a^J— ^cosâ»— - col jâ#J. 
U résulte de tii que la pression horizontale exercée sur la fiioe da 
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çfHj» qui réj^niê A€rO« plutôt lor la coudi^ H<{iiide adjacente à 
mtè £ic^> devra élite mmgmmtée #biit force ^ ^ R' + S' -f- TV 
dont la valeur sera 

ql (2 cet a> — cos cû <ang - œ — cot - û> j — q^l sia a> ; 

^^((laAtité q.va Voii peut réduira 

— (5r-f-^,)Zsinû>. 

La force dont ou detra augmenter la pression relative à la face cor^^ 
respondante à A'G^ sera de même 

0), désignant ee que derient l'angle at par rapport à cette seconde face 
du corps y qui peut netre pas de même nature que la première. Ces 
deux forcés agiront en sens contraire Fune dé l'autre; et si nous 
appelons e la valeur complète de l'excès de pression horizontale qui 
pousse le corps de gauche à droite , nous aurons 

€ = cT 4* (2 + 9i) ' (sin ai — sin «,), 

ou f ce qui est la même i;hose , 

«=^gr^[A* — A*. + a»(sin« — »n<»,)]^ (9) 
en ayant égard à la valeur de la partie cT , et observant que 

q + q.^isr^"' 

Ce résultat diflère de celui de la Mécanique céleste , en ce que 
l'auteur n'a pas tenu compte de la pression particulière qui a lieu 
près de la sur&ce du liquide , et qui né disparaît de la valeur exacte 
de 6 que dans le cas particulier où les àeu% angles œ et a», sont 
égaux ou supplément Vun de l'autre (*Jl 

{*) Le raisgunemeiit qu'on trouve au commencemeiit de la page 43 de la Théorie 
de r Action ççpHtaktp iBonIre qua I^aplace arait jug^ bette prenien tont-ii-fait 
négligeable, parce qu'elle ne répond qu'i une étendue insensible de la surface 
4u «Qâfis.. [ , ■ 
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Loi'sque cette force £ ne sera paj^ nulle ^ le corps sera mis en mou- 
vement suivant une direction horizontale et perpendiculaire a ses 
deux faces latérales, qu'on a supposées d'une très grande largeur; 
et ce mouvement aura lieu de gauche à droite ou de droite à gauche , 
selon que*ta« valeur de € sera positive ou négative. De plus, les ré- 
sultantes des pressions horizontales qui le poussent en sens con* 
traires n'étant pas directement qpposéeS| le corps tournera, en même 
temps, autour d'un axe passant par son centre de gravité et pa- 
rallèle k ces mêmes faces latérales. ' 
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CHAPITRE VL 



«. ' Solutions de différens problèmes. 

m 

m 

(86). Reprenons la question du n* 67, relative à l'équilibre d'ui^' 
liquide contenu entre deuK plans verticaux et parallèles, que Tonl 
regardera comme indéfiniment prolongés ^ans le sens horizontal^ 
afin de n'avoittpas à considérer ce qui amve à leurs extrémités. 

Si Ton prend le plan des jr et z parallèle aux deux plans donnés ,- 
l'ordonnée z sera indépendante de ^, et l'équation (1) du n"* 49 ^ 
réduira à 

= M. 



(. + ^y 



en faisant , comme précédemment , 

H = gfa*. * 

En n^ultipliant par — « dz, intégrant et désignant par b la cons-* 
tante arbitraire, on aura 



\/' + 






'Cette équation sera celle d'une section de la surface du liquide, faite 
par un plan vertical et perpendiculaire aux deux plans donhés. Les z 
positives sont comptées en sens contraire de la pesanteur, et à partir 
du niveau extérieur du liquide dans lequel les deux plans sont plon- 
gés par leurs extrémités inférieures. Le radical doit être positif ou 
négatif, selon que la normale à la courbe fait un angle aigu ou 
obtus avec la direction des z positives; mais, dans totRe sa Ion- 
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goeor^ la eonrbe n'est rencontrée qu'en un seul point par chaque 
verticale, et Fangle dont il s'agit est toujours aigu , en 'sorte que 
le radical sera' constamment positif. 

Aux deux extrànités de Ja courbe, le cosinus de l'angle compris 
entre la normale et une horizontale, tirées Tune ^t l'autre en-dehors 
du liquide, est une quantité donnée;^ qui peut étce positive ou néga- 
tive. Si elle est positive en ces deux points, la courbe tournera sa 
convexité par en-haut, dans toute stf longueur; si elle est négative, 
la courbe sera concave par en-haut ; si elle est positive à l'une des ex- 
trémités et négative à l'autre, la courbe se composera, en général , de 
deux parties qui tourneront leur concavité en sens contraires. Je dis 
en général; car je ferai voir qu'il y a des états d'équilibre possibles, 
(xmr lesquels ce dernier cas rentre dans l'un des deux nremiers. Dans 
ces deux premiers cas, il y aura un point C pour lequel la tangente 
sera horizontale, et dans le dernier, la courbe présentera générale- 
ment un point d'inflexion que j'appellerai I. Je vais considérer succes- 
sivement le cas du point C et celui du point I , qui sont essentielle- 
ment distincts. 

(87). Je désigne par h la valeur de z qui répond au point C; à cause 

de ^ = o en ce point, on aura 

et en éliminaol b, Téquation (i) deviendra 

= a*-t-A*— z*. (a) 



s/ 






dx* 

Le radical étant une quantité positive, il faut que z* ne soit pas plus 
grand que a* -f- A*; et, à cause que le premier membre de cette équa- 
tion est moindre que a% il £aut que z* ne soit pas plus petit que ^. 
», l'on voit déjà qu'abstraction faite du signe, la variable z est 



comprise entre les limites h et \/a^ 4- h^ ; elle sera positive ou né- 
gative, selon que la courbe tournera sa concavité ou sa convexité par 
rà-haut. 
On tire de cette équation 

!/(,• _ A*) (A* +^a^ — *•) 
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Je considérerai wparëment les deux parties de la coiurbe qui abouti»^ 
sent au point C ;. dans cbacutie^ d'elles y la VariaMe x sera regardée 
comme positive et comptée à partir dd 6a pcriM; et pour qn'elle 
croisse depuis ce point josqu'à chaque. Ikmt de la courbe, je snp- 
posenii ie radical du même signe q«e dt^ * - 

Cela p6séy pour ex)>rhxier^r eu fon^on^ elliptiques; je i^\% 



1t*+ 24^ «OS* é * 



d'où l'on tire ' ' 



* ' ^1_. (A* + 2€l*) (X*— A*) 



et la vari^Jble. s* n'étant pas moindre que 4*». ni plus grande que 
h^'^ a% cette, valeur de tang* ^ sera positife ; ce quifi^ffiit pour que 
9 jioit un angle réaU L'expression de, ^ devisudra 

yh^+ aa* C08* ç (A» 4 aa» cos' ^) • 

ou , ce qui est la même chose , 

c|/2 V/i — c»fito»^ cV^â (i — C sin^(f)* * 

en désignant par o une quatntité positive , mtnndi^ (ftie l'unîté , et 
donnée par l'équation 



c» = 



2£/* 



2fl» + A' ' 

* 

D^aillèurs, on a identiquement 



f ^ ( tiMces» N ^i. v/i-c-sin->rf^- <i=^>' ^2—,; 



^où il résulte 



• I ' 



cV/2 v/ 1 — c*siii*^ cv/a » 



• »■ V ■ 



4- or V !r<l ( -7=====). 
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D'après les notations connues de M. Legendre , on a aussi 

• • • 

f-y ^ = F (c, <p) , 

. y 1/1— c»si0'* \ '-rj* 

• 

les intégrales commençant a'VK la variable ^. En intégrant , on aura 
donc 

^J^ = ^=^FCc,y)-BE(c,(p)+ /"^^. . (5) 

On n'ajoute pas de constante arbitraire, parce que x est nul au 
point C, pour lequel on a z = A , ce qui donne ^ = o et fait éva-- 
nouir le second membre de cette équation. On aura en même temps 



c» (i — c* sin* ^) ' 

et ces équations (3) et (4) feront connaître les jr et 2 de chacun des 
points de la courbe , en fonctions d'une troisième yariable (p f quand 
on aura déterminé le module c. 
Or, si nous faisons 



dz 

dx 



V 



' + :ri5 



COSCêf 



dx' 



oà sera l'angle qui est donné aux deux extrémité de la courbe , et qui 
dépend en chacun de ces points, de la matière du corps terminé 
par le plan vertical et de celle du liquide. Sa désignant par k la 

valeur de z qui répond à l'un de ces deux points , et éliminant -j- 
entre l'équation (2) et la précédente , -il vient 

A:* = A* + a' (1 — sin û)); 

en ayant égard à la valeur de c% nous aurons donc 

A-=?^-:ii^, *. = 5.(2_c*-.C8in«); (5) 

C c 

et si l'on appelle la valeur de ^ qui répond a zssk, il en résultera 

35 
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8in« 



Soit A la valeur correspondante de 'Jtr ^ c'est-àî-dire la distancei du 
point C à l'un de^ deijix; p\an$ .ve];ticap«ti;,6q aura • 

Si nous désigrôiis par a' et â)' la, distance et l'angle relatif à l'autre 
plan vertical f et.par 8^ ce que devient 6, quand on y met a»' à la 
place, de ttp. npu$ aurons une seconde équation qui se déduira de U 
préc^4f;nte^ en y ch^^g^i^t a et fl, en a' et fl'. J'ajoute ces deux 
égua^^OQS, ,e^ ]ç fais ict -f* ^' = «^# ^^ ^rte que S" soit la distance com- 
prise entre les deux plans verticaux ; il vient 

pour l'équation qui servira à déterminer c. 

Dans le cas que nous examinons^ les angles co et eo' seront tous les 
deux aigus ou tous les deux obtus ; selon qu'ils seront obtus ou ai- 
gus , la courbe sera concave ©u convexe par en-haut , et l'on prendra 
avec le signe -f- ou avec le signe — , les valeui^ de z et de h don- 
nées par l'équation (4) et la première équation (5). En appelant k', 
ce que devient A: lorsqu'on y change a> en â^'^ les ordonnées ex- 
trêmes A: et ^ se déduiront de la formiile (4), en y^ faisant ^= et 
(p = ^f ou liien elles «seront données immédiateméiit par la seéonde 
équation (5). La.distanee/dkCiLrtta des plaosdverticaux pu Tune des 
valeurs extrêmes de«r^ se detern^^inera an moyen de Ja; formule (7); 
et en la retranchant de t^, on aura la distance de C à l'autre plan. 

(88). Quand on aura a»= cô', lès distances a et a' seront égales 

entre elles et à - rf^.'Sr ces «angles soiït^'^enontre, zérooii^Tr^ on aura 

simplement^ ,. 

cotâ=Vi — c\ 

Pour résoudre ^por rapportai 'e r-^cpiation (7) qut est' transcendante^ 
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il faudrait donner à c une série 'de yaleviv croiMurtes- par délires 
petites différences^ depuis c = o jusqu'à c = i ; calcula, au moyen 
des tables elliptiques de M. Legendre , les valeurs correspondantes du 
sdemkd membre de-eettè équs^tion; et former ainsi une tabk des-vdmite 



otv/î 



de ^^— , relatives à toutes ces valeurs de c : cela étant j lorsque la 
distance J" ou 2ct^ et la constante a, et par conséquent la quantité 

^-i— seraient données • on chercherait dans cette table la valeur cor- 
a 

respondante de c. Mais le problème sera bien plus simple si Ton 

donne l'élévation h du point C et la constante a, et qu'on demande 

quelle doit être la distance 20, comprise entre les deux plans. 

Supposons, par exemple , qu'on doive avoir 

il en résultera 



et réquation (7) deviendra 

Pour ces valeurs de c et , les tables de M. Legendre donnent 

F(c,fl)= i,oa8o6, 

d'où l'on conclut 

j= 0,4776, 

pour le: rapport delà distance deadkox pliM> è < ki plus petite or- 
donnée de la courbe. 
D'apiés'les^éqiiitkNi8>(5), là plus^ grande otâMemée est' 

l'ordonnée .moyenne -wt d<Mie : 

25.. 
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et la valeur oorreq>ôiidaiite de <p sera 

Pour cette yaleur de ^ et es sin 4^, on trouve, dans les UlUes 
de M. Legendre, 

F(c, (p) == 0,69300, 
E(c, ^) = 0,64457; 

m 
• ■ ' X ■ 

et réqoation (3) donne ensuite 

X Œ A (0,2061). 

En comparant cette valeur de jr à celle de a pu de - J^, on a 

or = «(0,8628); 

en sorte que, dans cet exemple, les ordonnées moyennes sont beau- 
coup plus rapprochées des plans verticaux que du point C ; ce qui 
tient au peu de courbure du liquide près de ce point. 

(89). Si h est très grand par rapport à /i, le module c sera une très 
petite fraction , et l'on pourra développer les fonctions elliptiques en 
séries très convergentes , suivant les puissances de c ; ce qui donne 

F(c, fl) =0+^(9 — sinflcos8) + etc., 

E(c, fl)=fl— !j(6 — sînflcosfl) + etc. 
L'équation (7) deviendra 

*-^ = c sin fl cos fl -f- ^ (fl — sin 9 cos -|- 6 sin^ 6 cos 6) , 

en négligeant la cinquième puissance de c. Pour plu^ de simplicité, 
je supposerai que cê soit zéro ou ^tt; on aura alors ^ en vertu de l'équa- 
tion (6) , 

tang fl = I + i c' + etc., fl = i 'tt + 7 ^+ ®*^* f 

et, par conséquent, 
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î^+ïïC'+H- 



Il fiMdraque le rapport - soit une très petite fraction^ dont on négli- 
gera la cinquième puissance ; d'où il résultera 

La première équation (5) donne ensuite 

OÙ Ton prendra le signe supérieur ou inférieur, selon que cù sera zéro 
ou ^y c'est-4i-dire selon que le liquide sera concave ou convexe par 
en haut. 

Si les deux plans verticaux qui terminent le liquide sont de la 
même nature, c'est-à-dire ^\ oà est aussi zéro ou tt, de sorte que iol 
soit leur distance mutuelle, on voit que le premier terme de cette 
valeur de h sera le même que dans le cas d'un tube qui aurait cette 
distance pour rayon; ce qui n'a plus lieu pour la valeur totale 
de h. 

M. Gay-Lussac a observé l'élévation de l'eau entre deux plans ver- 
ticaux et parallèles, préalablement liiouillés de ce liquide. Leur 
distance étant 

ia = i~,o69, 

il a trouvé 

h = i5™,574. 

Mais la température s'élevant à lô"" pendant cette expérience, il faut 
augmenter la valeur de h^ pour rendre la valeur de a% qu'on en dé- 
duira, comparable à celle du n° 56, qui répond à une température 
de 8", 5. On prendra donc 

A = (,3-,574) (i + ■^) = i5,587a, 

à cause que l'augmentation de densité de l'eau est d'environ ^-^ 

pour chaque degré d'abaissement dans la température, et que Tac- 
croissement de h est proportionnel à cette augmentation (n"" 55)* 
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Au moyen de cette dernière .valeur de h et de celle de aa^ on 
troDve 

a*= (i4f6475) millimètres carrés; 

ce qui dîflere peu de la valeur de a* du n® 56 , qu'il faudra préférer, 
comme étant conclue d'une observafîàn plus susceptible d'exactitude. 

(90). En négligeant le cube de c, l'équation (8) se réduit à 

^ = c (sin fl^ros-ô + sin «T cos y). 

Si nous faisons « = -'TT + ^t et û>'= i^ -f- ^4', les angles 9 et 6' 

différeront très peu de ^M et ^/li', d'après l'équatioD (6); et I'om 
en conclura 

-^~ = -c(smfA + fim(i4). 
La pitasûère . équation (5) donnera, donc 



a» 



en observant que ^t et 14! sont positi& ou .négati&^ selon que cù et 
Où' sont obtus ou aigus, ou selon que le liquide s'élève. ou s'abaisseu 
Au même degré d'approximation, la courbe du liquide sera un arc 

de cercle, d'un rayon égal à -j-. 

Cette valeur approchée de h pous montre que quand les deux 
plans verticaux, qu'on suppose très rapprochés, ne sont pas dans 
le même état, l'élévation ou la dépression du liquide est la demi- 
somme de celles que Ton observerait si ces deux plans étaient suc- 
cessivement de la même Nature que chacun d'eux ; ce qui n'a lieu 
toutefois que dans la .première approximatiofi« . 

(gi). Je retranche les équations (5) et (7) l'une de l'autre, et je 
fais «'-«-arssiiy en^sorte* que m soit^la^ dîsttmcerdHiti point qtrel^ 
conque de la coAirhe. du liquide au plaA vertical qui^répond.ài l'angle 
û>vj il viei»t. 
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Maintenant^ si l'on supprime l'autre plan vertical, la courbe sera 
asjmptotique de l'axe. des i£, et l'ordonnée h du point C sera infini- 
ment petite; en appelant donc b le complément du module, de 
sorte qu'on ait 

b sera aussi infiniment petit, en vertu de la première équation (5); 
et si l'on fait , pour* abréger , 

I + sin <> __ g,. 
I — sin •» ' 

l'équation (6) donnera 



8 = i^ — fl'6. 

2 

m 

D'après l'équation (4)^ z sera infiniment petit, excepté pou» les 
leurs de p infiniment peu différentes de -"tc ; )e fais donc aussi 

et il en résulte 
c'est-à-dire, 

z ^ 

Pour ces valeurs de ^ et 0, on aura 

E(c, fl) — E(c, (p) =y * Vi — /?• 8in*p rfp=so. 
On a aussi 

et en ' faisant 

cette dernière équation devient 
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a d'ailleurs 

aura ddnc 

;i Ton y substitue pour ^' et 6' leurs valeurs, et qu'on fosse 
=s - TT 4" /^ ^ on aura finalement 

(a v/â+ v/aa* —7») «in - /»* , /— ; ; 

- = log — 1- 2 cos - a ^ -= — , (g) 

ir Taquation 9e la courbe formée par le liquide qui s'élève ou 
laisse le long d'un plan vertical; fjL étant l'angle aigu que fait la 
maie à son extrémité, avec la verticale , et qu'on regardera comme 
itif ou comme négatif, selon que cette courbe tournera sa con- 
ité ou sa convexité par en-haut, afin que l'angle » soit obtus 
s le premier cas et aigu dans le second. La variable z sera, par 

séquent du même signe que /t, et le radical s/aa^ — z* devra être 

itif, pour que l'on ait u=: co , quand z = o , ainsi qu'on l'a 

posé. 

li Ton appelle / la valeur de z qui répond à u =i o , on aura , 

près la seconde équation (5), 

/ = a y/a sin -/i; 

sette quantité rend effectivement nulle la formule (g), quand on 
ubstitue à la place de z. Il en résulte que la constante a , relative à 
natière d'un liquide , exprime son élévation au-dessus du ni^reau , 
ong d'un plan vertical qui a été préalablement mouillé dans toute 

bauteur par ce même liquide ; car on a alors û^sstt, fjL^=-'7C, et. 
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par conséquent, Issa. Dans le casde Feau à la température de 8*^5 

(n* 56) , on aura 

/s=a = 5«^;i8888, 

pour cette élévation. 

(92). Maintenant, considérons le cas où la courbe du liquide pré- 
sente un point d'inflexion I. 

Je désignerai par i Tangle inconnu que fait la tangente en ce point 
avec la droite horizontale, menée par le même point. Comme il 
faut que la partie de la courbe qui tourne sa concavité par en haut , 
soit plus élevée que la partie concave par en bas, il s'ensuit que 
l'angle i sera moindre que chacun des apgles aigus que. font les 
tangentes aux points extrêmes, avec la droite horizontale menée par 
le point I , et moindre qu'un angle droit quand ces tangentes seront 

verticales. De plus, ^ changeant de signe de part et d'autre de 1, 

il faudra que cette quantité soit nulle ou infinie en ce poifit ; l'or- 
donnée z sera, en même temps, nulle ou infinie^ en vertu de la 
première équation du n"" 86; et puisqu'elle ne saurait être infinie, 

il faudra que les quantités j^ ^^ ^ soient nulles au point I , qui 
se trouvera, par conséquent, dans le plan du niveau du liquide. 

Je fais donc z = o et ^ =s tang / dans l'équation ( 1 ) ; il en ré- 
sulte 6 = a*cos2. Cette équation devient 



a» 



V 



' + 1S-» 



= a' cos i-^z^i 



et, à cause que le radical est une quantité positive, on voit que 2* 
sera moindre que a* cos i. On tire de là 



da:'=. 



(a^ cos £ — i^)ih 



!/[*•+ a»(i -. cosi)] [a* (i + cos 1) — x*]* 

Je fixerai au point I l'origine des x ; je considérerai séparément cha- 
cune' dés deux partiea de la couxi)e qui aboutissent en ce point , et je 
i^gan^rài le radical comme étant de même signe que dz. 
Pour exprimer x en fonctions elliptiques, je his 



COB^i=zC, 



^4 






«• 
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et ensuite ' 

7.a*€^ (i — c*) 8În* 

/• ^ ' 

d'où il résulte 

q^uantitë positive, à cavse de z* <^a*cosî et cos i <[ ac*; ce qui suffit 
pour que Faogle ^ soit réel. Nous aurons 

OU , ce qui cR la même chose, 
En intégrant, on aui^a donc 

On n'ajoute pas de constante arbitraire , parce qu'au point I on a, 
à la fois, a:=o, ^ = 0, f = o* 

Je désigne par co le même angle que précédemment (n* fi^)^ par 
a la distance.du point I au plan vertical qui répond à cet angle, 
et par k la valeur de z relative ii ;rss:«; en sorte qu^oo ait 



dx 



= — cos Où , — . ■! =S3 a* cos i "^ k^, 



pour x= a. En éliminant ^, ît vient 

■' » 

L'^p^W (i^ sera^ obtus pour le plan vfnrtical j le long duquel le li- 
quide s'élève ^ et fiigu pour Fautre pla^ r le long duquel il s'abaisse ; 
le signe de k ^ra contraire à celui de cosûi« Ë9 appelant â l'anglie ^ 
qui répond à 2=sA, et xss;A,i.on..aui^ . , 

tauff* Ô= ^^-^'-«'"^ . 
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et, en vertfi de l'équatioD (ti), 



et 

a 



F(c,fi)-,Etc,«)-|.-^£=^=4^ (.3) 



Celte équation répondra à lune des extrémités de la coIii4m dti li- 
quide. Si Ton désigne par a', a^', Q', ce que deviennent et, œ, ^, rela- 
tivement à l'autre extrémité, on aura une seconde équat^^ q9f.9C 
déduira de celle-là , en y mettant ol* et 6' à la place de a et ^; en fai- 
sant la somme de des équations , et appelant <r la distance des deux 
plans verticaux qui terminent la courbe, nous aurons 



a 



F(c, Ô) + F(<?, flO — afi(<» fl)— 2E(c, fl') 

«4Aa «^1 *■■ I l I «Jiirt ■!* ,... i,mjuk^ I I A I 



Cette dernière équation servira à déterminer le module c , et , pa^^ 
conséquent, l'angle /; les équations (lo) et (ii) donneront ensuite 
les valeurs des coordonnées z et x en fonctions Svme tràmkpÊie w- 
riable ç ; ce qui est la solution complète du problèmet* 

Lorsque l'angle i, sous lequel la courbe vient couper le niveau na- 
turel du liquide, sera donné, l'équation précédente fera connaître 
immédiatement, au moyen des tables des fonctions elliptiques, la 
distance des deux plans qui devra avmr lieu. Nom allons feire succès^ 
sivement, sur cet angle, différentes suppositions. 

(gS). Je retranche les équations (ii) et (i3) l'une de l'autre, et je 
fais CL — u=zx; il vient 

2c* sin 9 ooi A\ ^ êînp coêp 



Si l'angle i est infiniment petit, c diiféfera infiniment peu de Tunité, 
et cette équation, jointe à la formule (aq), d^Tpra, conduifv là Téfut^ 
^ tion (g), relative à la courbe asymptotiaue; ic'est, effectivement, ce 
que Pou vérifiera sabs dilficulté par un âlcul semblable k' cêhii du 
wP gx. Mais on parvient a«ssK à cette équation' (g)i par rinlëgrati<m 
directe de réxpression de db:r da iMinéro préoédeait. 



MiKvCJ 
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En effet, en faisant dxz='^^du et izssOf on a 



Poi^, intégrer cette formule^ soit 

z = a y/a cos p; 
nous aurons 

û/m = -^ --^ — a V'a cos prfi^; 
1/2 coaf 

d'où Ton tire 

u i/2 II 1 4- sin (^ • . / 

— ï— = - loff -^--; — — 2 sm i^ + c': 
c?' étant la constante arbitraire. Cette éqoation est la même chose que 

__ _10g ^ ___^.C^. 

Si Ton fedt, dans l'équation (rs), 2=:o et 6)= - ^TT-f- A'^^ et qu'on ap- 
pelle Z la valeur correspondante de A:, on aura 

/ = a \/a sin - fi ; 

-^ . - 

et cmnoie / est la valeur de z qui répond -à i£ = o, il en résultera 

. I 

fin-/» 

C' = log + 2 cos - ft , 

I + COS -/• 
2 

et, par conséquent, 

«=log— — — — + aco8-^ --^- ; 

x( I -l-008-fi ) av 2 

ce"^ coïncide avec Téquation ^9). 

(94)., Faisons a» == - tt -|- ^t et y = - tt + fe', de sorte que /x et 

/t' spienttd^ angles sou$: lesquels les' tan^^tes brèmes à la courbe 
du liquide viendimit couper aon • niveau naturel. L'un de ces angles 



} 
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sera positif et l'autre négatif ^ puisque Fud des angles (ê et oè' est obtus 
et l'autre aigu. Abstraction j&ite du signe, ils surpasseront l'angle 1. 
Soit /t le plus petit des deux angles ju et fc', et supposons que i dif- 
fère très peu de ia. L'angle 6 sera très petit; car la valeur de tang* d 
du n* 92 peut s'écrire ainsi : 

tang* e = — ^^ ^ i (i5) 

a sîn* - i 008* - m 
a a 

et si nous Élisons 

î=fe^--4*sinju , 

de sorte que •>[/ soit une quantité très petite , nous aurons =3 *>{, , en 
négligeant le cube de 4* Le rapport - sera aussi une très petite frac- 
tion; et, d'après l'équation (i3), nous aurons 



a 



(ac* — i) '\ z=i '^ CO& fJL. 



Le point I sera donc alors très rapproché de l'un des deux plans ver- 
ticaux f et l'ordonnée k du point où le liquide s'arrête le long de ce 
plan, sera très petite; en rertu de l'équation (i:a), elle aura pour 
valeur 

A:= ^ sin )tt = a tang 11. 

Mais il n'en sera pas de même à l'autre extrémité de la courbe , si 
l'angle fjt! n'est pas très peu différent de fi, abstraction faite du 
signe. 

En effet, on aura, i très peu près. 



tang'ô ~-\ ;' 

a sîn* - fê C08* - fJ 



I C08/» — C08 ft 

- 



a a 



et l'angle 0' n'étant pas très petit, le rapport —, déterminé par l'équa- 
tion (i3 ), ne le sera pas non plus. Prenons, par exemple. 
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m irésalttra 

tang» 8' = a , B' = 54' 44'. 

ar cette valeur de ô' et ces 61060") oa a 

F(c, 9') — i»o7853, 
E(c, flO=«»85544; 

réquation (i5) donne 



^.= 0,7775. 



aura, en même temps, 



A' == a \/cos|* — cosfi' 



ar Fordonnée du point ô& le Kqnide s'arrête le long dn plan vertical 
rrespondant à a^ 

Toutes les fois que la distance & sera très petite par rapport à a , 
qu'eu même temps les angles ft et fc' ne seront pas très peu difféi- 
is l'un de l'autre, abstraction faite du signe, âi^cua desxleux au- 
îs et 6' ne sera très petit; Ica distances a et a' du point I aux deux 
ints verticaux , aussi bien que les coordonnées d'un autre poiat de 
courbe du liquide, ne pourront se déterminer, même par ap- 
oximation, sans recourir aux fonctions elliptiques; et cette courbe 
se réduira, en aucune manière, à une ligne algébrique. 

(gS)* Dans le cas de ^' s= — fc, la courbe du liquide sera 
métrique au-dessus et au-dessous de son niveau naturel ; on aura 

s-eT; et si la distance ^ est très petite par rapport à a, on 

urra supposer l'angle très petit, et l'angle £ très peu différent 
fié. D'après le numéro précédent, on aura généralement 



y par ronséquent. 



«et/a I 

-^ = 4 cos ;^ , 



^^ITTco-n:' '='*-ÇF5Sv» A = icrtangf,. 



DE L'ACTION CAPILLAIRE. ,9, 

L'angle ^ qui entre dans les équations (10) et (ii), étant toujours 
moindre que 0, sera aussi très petit. En négligeant le cube de ^, 
ces équations deviendront 






et si Ton élimine 9 entre elles, et qu'on y fieisse c =r cm - îs=co6 ' ft, 

il vient 

zsssjc tang fJL ; 

en sorte que la courbe du liquide se réduira , k très peu près , à 
une ligne droite. L'élévation ou la dépression de ses extrémités sera 
proportionnelle à la distance J" des deux plans verticaux , et indé^ 
pendante de la matière du liquide. Mais cela n'aura plus lieu lors- 
que l'angle /a, sera droit ou à peu près droit; car alors le premier 
terme de chacune des formules (11) et (1 3) s'évanouira ou sera très 
petit, ce qui rendra nécessaire la considération du terme suivant. 
En tenant compte de la troisième puissance de ^ et de 8, on aura 

Si Ion suppose fjLz=z -tf , on tirera de l'équation (i5), 
en négligeant la quatrième puissance de 6 ; on aura donc 



a 

et, par conséquent, 

X 



^" = ->V^-5»*- 



D'après l'équation (10), on aura, en même temps. 



— -fL . 



yr 
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d'où il résulte 



1 / l8at* Z^ 



pour réquatioD de la courbe du liquide qui sera une parabole cu- 
bique. Les ordonnées de ses extrémités , c'est - i - dire les valeurs 
de z qui répondent à 9.= d= 8 ^ ^ront 



==fc\>^-. 



pour lesquelles on a effectivement a: s= db a. L'élévation ou la déi» 
pression du liquide dépendra donc de la constante a^ et sera, en 
outre , proportionnelle à la racine cubique de la distance mutuelle 201 
des deux plans extrêmes. 

•(96). Si l'on plonge dans un liquide deux lames verticales, pa- 
rallèles et d'une grande largeur, les formules précédentes serviront 
à déterminer, dans tous les cas, la figure du liquide en-Kledans et 
en -dehors de ces deux lames. En même temps, l'équation (9) du 
n:'sS5 fera connaître l'excès de pression horizontale, qui pousse cha- 
cune de ces lames perpendiculairement à leur direction ; et l'ex- 
pression de cette force sera très simple, d'après les valeurs que nous 
avons trouvées pour les ordonnées verticales des points extrêmes de 
la couche du liquide. 

En effet, lorsque le liquide s'élèvera ou s'abaissera à la fois le 
long des deux faces intérieures de ces deux lames, on aura (n'' 87) 

A:* = A' + a^ (i — sin a>) , 

pour le carré de l'ordonnée de Textrémité de la courbe intérieure 
du liquide, qui répond à l'angle donné cû. Si l'on appelle k, l'or- 
donnée de l'extrémité de la courbe extérieure, et ai, l'angle cor- 
respondant, on aura, en mêmç temps, 

A:*, ^ a* (i — sin a>,); 

car le point de cette courbe où la tangente est horizontale , et dont 
l'ordonnée est A, se trouvant au niveau du liquide, on a A =0. 
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Or, ces yaleuTS de k^ et A*, réduisent Féquation (g) du n* 85 à 

€ = gplh\ 

L'excès de pression qui pousse chaque lame de dehors en dedans est 
donc une quantité positive ; ce qui montre que dans ce premier cas 
les^ deux lames se rapprocheront l'une de l'autre > quel que soit l'état 
de leurs £Bices extérieures. La force € qui produit cette attraction ap- 
parente sera la même pour ces deux corps, et proportionnelle au 
carré de l'ordonnée du point C de la courbe intérieure, où la tangente 
est horizontale ; et comme h est, à peu près , eu raison inverse de la 
distance mutuelle des deux lames, quand elle est très petite par rap- 
port à la constante a, il s'ensuit qu'alors cette force sera en raison in- 
verse du carré de la distance. 

Quand le liquide s'élèvera le long de. la £sice intérieure de l'une des 
lames, et s'abaissera le long de la face intérieure de l'autre, le carré 
de l'ordonnée k de l'extrémité de la courbe intérieure qui répond à 
l'angle donné c», aura pour valeur, d'après l'équation (i^), 

A* = ^"(cos î — sin a») j 

I étant l'angle soùs lequel la courbe intérieure coupe le niveau natu- 
rel du liquide. A l'extérieur, cet angle est nul, et Ton a 

A:\ = «• (i — sin «,) , 

comme dans le premier cas. Eu verta de l'équation (9) du n* 85 , 
on aura donc 

€ = gfla^ (cos i — i) , 

pour la force qui pousse chaque lame de dehors en dedans ; et comme 
sa valeur est négative, on en conclut que, quel que soit l'état des faces 
extérieures des deux lames, elles s'écarteront toujours l'une de l'autre 
dans le second cas que nous examinons actuellement, c'est-à-dire dans 
le cas où la courbe intérieure présente un point d'inflexion. Si, en outre, 
cette courbe est symétrique au-dessus et aunlessous du niveau naturel 
du liquide, et que de plus la distance des deux lames soit très petite par 
rapport à la constante H, l'angle 1, réduit au premier terme de sa va- 
leur, sera égal à oi— -^, d'après le numéro précédent; par consé- 

:i5 
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quenty la force c se trouyera indépendante de la distance des àeuÉ 
lames, et à peu près égale à gfla*{i • — s\na>), abstraction faîte du 
signe. Il en s€u*a de même toutes les fois que le point dUnflexion 
sera senlement très rapproché de l'une des deux lames k laquelle 
on supposera que répond Tangle e» , comme dans Tezemple âtt 

Il est très remarquable que la force ê ne dépende jamais d^ là 
figure extérieure du liquide et de l'état des faces externes des àtùx 
lames ; il Test également qu'on puisse toujours déterminer cette fiMtoe, 
sans connaître la courbe intérieure du liquide, et au moyen. Ma*** 
lement, de l'ordonnée h ou de l'angle i, qui répondent aux' points 
que j'ai désignés par C et I. 

S'il n'y a qu'une lame flottante k la surface du liquide, la force i 
sera ntille, quel que "^ soit l'état de ses deux faces; en sorte que la 
lamé ne prendra aucun mouvement horizontal; mais elle pourra 
tourner, ainsi que je Fai dit précédemment (n^ 85), autour d'un 
axe horizontal et parallèle à sa laideur, passant par son centre de 
gravité. 

S'il y a plus de deux lames flottantes verticales- et parallèles, les 
valeurs précédentes de e conviendront encore à chacune des deux 
lames extrêmes. A l'égard d'une lame intermédiaire, on aura 

en supposant que les deux courbes adjacentes ne présentent aucun 

point d'inflexion, et désignant par h et k' les ordonnées de leurs 

points C : la lame sera poussée du côté de la courbe à laquelle ré^ 

pond la plus grande de ces deux quantités, abstraction faite du 

signe. Si l'unç de ces oourbes présente im point d'inflexion I, et 

l'autre un point C, auxquels répondront l'angle i et l'ordonnée A, 

on trouvera 

c ^=i gfl (A' — a* cos i), 

pour la force qui poussera la lame du côté du point C ou du point I , 
selon qu'elle sera positive ou négative. Enfin ^^Jorsqué chacune de ces 
courbes aura un point d'inflexion, on auri ^. 

i == gf /a* (cos I — cosi'); 



^^^ 



m. 
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( et r dàigoant les inclinaisons de la tangente qui répondent aux 
deux jwints d'inflexion : la lame sera aloi^ poussée du côté de la 
courbe h laquelle appartint le plus petit de ces deux angles. Ces ré- 
sultats se concluent, sans difficulté, de l'équation (g) du n° 85, com- 
lunée avec les valeurs de k* et h', dont nous venons de faire usage , 
dans le cas de deux lames flottantes. 

[. (97)- Avant de quitter ce sujet, il nous reste & faire voir que quand 
IMi âfi& angles représentés par w et «' est aigu et l'autre obtus , il 
j-S, comme je l'ai dit précédemment (0° 86), d'autres états d'équi- 
libre possibles en général j et dans lesquels la couche du liquide 
ne présente pas de point d'inflexion entre les deux plans auxquels 
ces angles répondent. 

Pour cela, considérons d'abord la courbe qui a lieu lorsque les 
angles a et et' sont égaux, et supposons-les obtus. Soit ACB cette 
courbe (Gg. ao), C le point oii la tangente est horizontale, ED et 
GF les faces internes des deux lames flottantes , A et fi les points 
où elles sont rencontrées par la courbe ACB. Par le point A , me- 
nons une horizontale AK dans la matière de la lame adjacente, et 
une normale AN en dehors du liquide ; KAN sera l'angle a , et 
Ton aura 



V' 



(16) 



en regardant ie radical comme une quantité positive , comptant 
les X poutives à gauche d'un point choisi arbitrairement, et 
faisant X ^ OD après les difierentiations. Par an point A' de la 
courbe, situé entre A et C, menons une verticale AIK qui toiafae 
à droite du point 0, une horizontale AU à gauche de AD', et 
une normale extérieure A'N'. Si l'on appelle 9 l'angle obtos 
HA'N' , il est évident que la valeur de cos u se changera dans 
cdle de cos f , ea 7 faisant x =s — OIV après les diffërentia- 
lions. Par conséquent, si nous faisons généralement x := — x*, 
et H nous déngmritf par «' le upplém^nt N'Aï' de l'angle p , 
nous aurons 

a5.. 
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en Élisant ar'ssOD' après avoir diffërentié. 

Or, maintenant, plaçons dans le liquide y ne lame parallèle à EAD^ 
dont la face FA'D', tournée du côté de EÂD , passe par le point A', 
et supposons que ôû' soit l'angle spécial qui répond à la matière de 
cette lame et à celle du liquide. Il est évident que l'équilibre du li- 
quide ne sera pas troublé entre AD et A'D^ ; car la courbe AA^ sati^ 
fait, par hypothèse, à Téquation générale de la surface capillaire, ré- 
duite à une seirie dimension; et, de plus, les équations' (16) et (17), 
auxquelles ses extrémités A et A' satisfont également, sont celles 
qui doivent avoir lieu, en particulier, pour l'équilibre du liquide 
que l'on considère entre les deux lames EAD et E'AD', en y re- 
gardant 0) et û/ comme des angles donnés. Voilà donc un état d'é- 
quilibre dans lequel le liquide s'élève à la fois le long des deux 
lames parallèles, quoique les cosinus des angles ce et c» qui sy rap- 
portent soient de signes contraires. Le liquide s'élève et sa surface 
est concave par en haut, parce que nous avons supposé l'angle ob- 
tus cô plus grand que le supplément de l'angle aigu a>'; il s'abais- 
serait, au contraire, et sa surface serait concave par en bas, si 
l'angle obtus était moindre que le supplément de l'angle aigu. 

La courbe A A' sera déterminée par le système des équations (5) 
et (4); mais si l'on représente par J^ la distance . comprise entre ces 
deux lames, eT ne sera plus la somme, mais la différence de leurs 
distances a et af au point C, qui se déduisent de l'équation (7); et, 
pour déterminer le module c, on aura 



J^V/a __ 2 — c* 



= i=l[F(c,fi)-.F(c,fiO] 



a9 c sin ai' 



— -[Efc, fl) — Ere, fl)H ,. — .--===, (18) 

* 

au lieu de l'équation (8); 6 étant toujours d^rminé par l'équa- 
tion (6), et â' désignant ce que fl devient quand on y met o)' au 
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de €ê. On prendra le signe supérieur ou inférieur devant J", 
selon que cette formule (18) sera positive ou négative. 

Quant aux ordonnées verticales A: et A:' des points A et A^ au-<lessu8 
du niveau du liquide , elles seront données par les équations 

A*=3A» + a*(i — sinoj), A:'»=A* + a*(i— -sin^'); 

h étant l'ordonnée du point C, situé sur le prolongement de AA', dont 
la valeur sera 



= ^^0— 



c* 



Ces ordonnées seront de même signe; et on les regardera comme 
positives ou comme négatives, selon que celui des d^ux angles e» 
et c»\ qui est obtus, sera plus grand ou moindre que le supplément 
de l'angle aigu. On verra, comme dans le numéro précédent, que les 
deux lames flottantes seront poussées l'une vers l'autre, qiiëF^'e 8o(t 
l'état de leurs faces externes. • ?» 

(98). Au lieu de la courbe qui présente un point C où la tangente 
est horizontale, si l'on considère celle qui contient un point d'in- 
flexion I , on en pourra prendre une portion , située d'un même côté 
du point I, pour la figure d'équilibre d'un liquide compris entre 
deux lames parallèles, telles que les cosinus des angks spéciaux e^ 
et 6>' soient de signes contraires. Ce nouvel état d'équilibre aura cela 
de commun avec celui du numéro précédent , que le liquide s'élè- 
vera ou s'abaissera à la fois le long des deux lames; mais ils dif- 
féreront l'un de rauti*e par la nature de la surface. La portion de 
courbe qui termine le liquide sera maintenant déterminée par le 
système des équations (10) et (11); le module c étant donné par 
l'équation 

±^ = F(c, fi) — F(c, flO — aECc, flj + 3E(c, fl') 

, c'sinaô c* sîn afl^ . . 

V^i — c'im^ ~ i/i — c» sin* 6' ' ^^^^ 

qui remplacera l'équation (i4)y ^t dans laquelle J^ continuera de 
représenter la distance mutuelle des deux lames, regardée comme 
une quantité positive. 
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Lç$ ordonnes k eikf de& points extrêmes seront donn^ par U» 
éijuations 

A:'=a*(cos/ — sincû), A:'»= a*(cosi '— sini»') , 



en faisant o ss= €06 - £ , et regardant A: et i^, qui doiyent Atre de même 

signe I oonime des ifnatitités positives ou négatives, Selon que celui 
des deux angles donnés cû et a/ qui sera obtus, surpassera Itf supplé- 
ment de l'autre ou en sera surpassé. Ou en conclura, comme dans le 
n® g6, que ^ dans cet état d'équilibre, la pression horizontale du li^ 
quide tendra à écarter les deux lames lune de l'autre. 

Nous voyons donc que si Ton rapproche l'une de l'autre deux lames 
verticales et parallèles, qui soient telles que le liquide s'élèverait le 
long de Tune et s'abaisserait le long de l'autre , si elles étaient isolées, 
il pourra généralement prendre entre elles trois formes différentes : 
dans l'une de ces formes, la courbe qui le termine présentera un 
point d'inflexion; dans les deux autres, elle ne pr^ntera ni un 
point d'inflexion, ni ua point où la tangente soit horizontale; mais 
son prolongement en dehors des deux lames contiendra un point de 
l'une ou l'autre de ces deux espèces» Toutefois, lorsque a>, m', «T, 
sont donnés, /:es différentes formes du liquide supposent que les vap- 
leurs de c tirées des équations (14)9 C^^)» (^9)» ^^^ moindres 
que l'unité; et si cette condition n'est pas remplie pour l'une de 
ces équations, la figure correspondante ne peut avoir lieu. 

(99)* Fou^ éclaircir ces résultats par un exemple , supposons que 
l'une des deux lames ait été préalablement mouillée par le liquide, 
et prenons, en conséquence, ûis^; supposons, en même temps, 
que l'autre lame n'exerce qu'une très petite attraction sur le li- 
quide; en sorte que a' soit un très petit angle, que nous repré- 
senterons par 2i^. L'angle fi> étant plus grand que le supplément de o)', 
le liquide sera concave et élevé an-dessus de son niveau naturel , dans 
les deux cas des numéros précédens. 

En vertu de l'équation (6), on aura 
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ett négligeant le carré de P^ et désignant par b le complément 

^i — c^ du module c. Si Ton développe la formate (i8) suivant 
les puissances de* 6' — fl , le terme indépendant de cette différence 
n'existera pas , et l'on trouve que la valeur de cot 6 fait disparaître 
celui qui dépend de sa première puissance; en s'arrétant à son 
carré , il vient 

^l/â ( y— 9)«(i+^«)îc 

OU, ce qui est la même chose, 



d'où l'on tire 

Par conséquent , pour que l'équilibre que l'on a considéré dans le 
n* 97 puisse avoir lieu , il sera nécessaire et il suffira que la distance 
cT soit très petite et moindre que av^. 

Cette condition étant remplie , nous aurons 

et par suite 



pour une même valeur de if, l'élévation du liquide sera donc en rai- 
son inverse de la distance cT des deux lames j et si cette distance est 
très petite par rapport k w^, la force € qui les pousse l'une vers l'autre, 
sera en raison inverse du carré de cT. 



I I 



Si l'on fait successivement fts=5-9retfi=s— -- ^ «f. ap^ dans 

l'équation (i5), ce qui répond k â»=s^ et c$':=z 2$^, et qu'on né- 
gKge le carré de (^, on en déduira 



siâ - ft ar un - 1 






• 
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En développant la fonnnle (19) suivant les puissances de S'-— 0, jus- 
qu'au carré inclusivement , et mettant cos- £ à la place de c, on 
trouve 



2V/5 8in*i* |/cos*' 



d'où l'on tire 



2 • 

COSI_ ^. 



Pour que l'angle 1 soit réel, il suffirait qu'on eût cr>a(^*; mais notie 
calcul suppose très petite la différence fi' — fi ; ce qui exige que 

— =, soit aussi très petit , et, par conséquent, que — le soit ^ale* 

ment. En supposant donc que la distance ^ surpasse ai^^, et soit néan- 
moins très petite par rapport à as^, l'équilibre dont il a été question 
dans le numéro précédent pourra avoir lieu; ^t, dans cet ét^t, 
on aura 

pour l'élévation du liquide et pour l'expression de la force qui tend à 
écarter les deux lames l'une de l'autre. 

Dans ces deux formes du liquide, la force e s'évanouit k la limite 
qui les sépare, c'est-à-dire quand J^=a(^*, et k est le même potir 
toutes les valeurs de «T. Si la distance J^ surpasse d'abord a(^, que la 
seconde forme s'établisse , et qu'ensuite on rapproche les deux lames , 
de sorte que cT devienne moindre ^ue ai^*, la première forme suc- 
cédera à la seconde, et la répulsion se changera en attraction. 

(100). En rapprochant ce résultat de celui que nous avons trouvé 
précédemment pour le cas où il existe un point d'inflexion entre les 
deux lames, on voit que, dans «l'exemple que nous examinons, le 
liquide peut prendre deux figures d'équilibre différentes, pour une 
même distance J^ très petite par rapport à a. L'une de ces figures 
sera, à très peu près, une parabole cubique (n^ 9^)î ^U^ subsis- 
tera, quelque petite que soit la distance eP, et les deux lames se 
repousseront constamment avec une force indépendante de J^ et égale 
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à.gpla* {n^ 96). Dans l'autre figure^ la courbe dif iîqttidé sera de 
deux naturer différentes y' selon qu'on àuira J^ >iai/^'ott 'J^ï^C «M'* 
entre les deux lames;, elle sera l^it entière au-deteub du niveau, 
et ne présentera ^ni injOlexion ni point où la"ltfigent|S.aQÎt horizon- 
tale ; ^ ^le. féru p^rtiis d'une p2irfilK>le!!oabiqu6^(4iuand.cr aunp^s^fu 

éii^, et d'un arc de cercle, dHth "rayon '^jgal à* - éTi'-^ààiid /^ séria 

moindre que ai^. Dans ce changement de courbure, la force e chan- 
gera de signe; à mesure que cT diminuera, elle croîtra ou décroî- 
tra , abstraction faite du signe , suivant qu'on aura «T < aif* ou 

Mais., laquelle de ces deux figures di^érenties le liquide prendrar 
t-il effectivement ? 11 y a lieu de croire que si ion a d'abord: pb^é 
les deux lames parallèles à une. grande distance l'une de l'autre, en 
sorte que le liquide se soit élevé près de l'une et abaissé près de 
l'autre, et qu'ensuite! on les ait jrapprochées graduellement jusqu'à 
ce que la partie horizontale du liquide, comprise entre elles, ait 
disparu, ce sera la première figure, présentant un point d'inflexion, 
qui s'établira. Mais, au contraire, le liquide s'étant élevé près de 
l'une des lames, si l'on plonge l'autre verticalement dans la partie 
courbe du liquide, on peut croire qu'alors la seconde figure aura 
lieu, et qu'il ne se produira pas d'inflexion. 

Le changement de répulsion en attraction qui a lieu dans le cas de 
la seconde figure, quand la distance ^ diminue convenablement, 
fournit l'explication d'un phénomène observé par Haiiy et cité dans 
la Mécanique céleste (*)• Ayant plongé dans l'eau une lame d'ivoire , 
le long^de laquelle le liquide s'est élevé, et une feuille de talc lami- 
naire, substance non susceptible d'être mouillée par l'eau, il a ob- 
servé que ces deux lames se repoussaient tant que leur distance mu- 
tuelle dépassait une certaine limite , et qu'elles s'attiraient , au 
contraire , lorsque leur distance était moindre. Il serait à désirer que 
cette experj^nce curieuse fût répétée ; et pour que l'observation fut 
complète, il faudrait vérifier qu'en plaçant d'abord les deux lames 
parallèles à une assez grande distance l'une de Tautre , et les rap- 



j . . 



{*) Supplémenl à la Thémie de VAeîian a^iilaite, page 47* 

a6 



ao3 K0UVELL6 TEâÛRIE i, 

proehant tewito' av«( préctution»^ • k ootirbe da liquide présenterait 
une iaflexioa; qui se maiationdrait ». éiosi qne fat force népakrre, 
quelque petite tpxe deyienne la dîatance des deux lamesip 

(io«)% 0Gcupot«Mi6u8 atttueUemeot d'nti M^e getii« de questions. 
Supposons qtt-uaiyolume do«ind<d?im liquide scnt^Gomprid entite dénie 
plans horizontaux, et proposons-nops de déterminer la snrface laté- 
rale de ce liquidé. Son équation différentielle sera 

H étant la constante relative à la matière du liquide, A et A' les rayons 
de cooiliure princfpàiix en tin point quelconque M de sa Mrface,!! la 
ptessidit atmosphérique , p la pression intérieure qui a lien à une dis- 
tance de M , insensible , mais plus |[rande que le rajron d'activité mo- 
léculaire. En appelant z l'ordonnée dn point M , verticale et dirigée 
de bâS en haut , p la densité dn liquide, g la gravité| et 6 nue cons- 
tante arbitraire, on pourra représenter la valeur Ae /y par 

et aucune partie plane de la surface dn liquide n'étant soumise à la 
pression de Tatmôsphère, la constante ^ ne sera pas nulle, et sa va- 
leur devra se déterminer diaprés le Volume du liquide. Si- les deux 
plans horizontaux entre lesquels il est compris sont parÊiitement ho- 
mogènes, et quon fasse abstraction des sinuosit& de leurs superficies, 

1 est évident que la surfiice latérale du liquide sera une surface de 

• 

révolution , qui aura son axe jrertical. D'après Fetpression de - -^^ A 
relative à ee geara de surfiiolft, l'équatidn (d) deriendra donc 



dl" ^ t\ 



( 



'*'*'^'" + rf=^, (i) 






^ . a- 



en désignant par t la distance dv point quelconque M à Taxe de 
figure, et fiiisant H = gpa^. Selon la règle que Ton doit suivre 
pour déterminer le signe ambigii du dénominatenr dans l'exprès- 
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sioD d« T + 7 (^* 49) # îl faudra prendre le radical y 1+ jji av^ 

an signe cOQtndre k celui de li^ } la difitfrentielk dz étant positive 
dans toute la longueur de la génératrice. 

A l'extrémité supérieure de cette courbe , je désignerai par (0 Tangle 
que fait la normale extérieure avec la verticale tirée en sens contraire 
de la pesanteur, et à rextrémîté inférieure, j^appellerai a^^'langté 
compris entre la normale extérieure et la verticale menée dans le 
sens de la pesanteur. Ces deux angles seront donnés^ et, par exemple^ 
chaque angle sera égal à deux droits, quand les deux plans auront été 
préalablement mouillés par le liquide. Je considérerai, par laiâaite> un 
cas dans lequel Ton de ces angles est aîga et Tautref obtus ^ màintenanti 
je supposerai qu'ils sont tous les deuic aigus ou tous les detùt4>btus 2 
la courbe sera alors, dans toute sa longueur, concave ou convexei ^n* 
dehors, et il y aura un point C pour lequel sa tangente sera verti- 
cale. Je fixerai en ce point Torigine de la variable 2, et je dési» 
gnerai par h la valeur correspondante de ^ , en sorte qt'pn ait à 
la fois 

t=^n, z = o, 2: ==^ ^ • 
Il en résultera 

y étant le rayon de courbure de la génératrice au point C , que Fon 
regardera comme positif ou comme négatif, suivant que cette courbe 
sera concave ou convexe en^dehors. On ^ pris — h pour l'autre 
rayon de courbure, c'est-à-dire que Ton a considéré le radical 

1 + 2^ comme négatif, parce que la ligne de courbure circulaire 

à laquelle il répond tourne sa convexité en-dehors. 

Soient r et r' les rayons des cercles de contact dn liquide avec les 
plans supérieur et inférieur, et et et a' leurs distances au plan hori- 
aontal passant par la point C ; à l'extrémité supérieure de la généra- 
trice , nous aurons 

a6.. 



/ 
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et, à aon extrémité inférieure, 

I ** 



le signe des radicaux étant le même que dans rëquatiQii-(6). 

Appelons enfin m la valeur moyenne de ^^ et ^ la distance mutaelle 
dfis deuoc pians qui comprennent le liquide; son volume pourra être 
représenté par Trm^k^ et Ton aura 

«-f-a'=A, f ^t^ds = m^k. (e) 

Les équations (b), (c), (d), (e), sont celles qu'il s'agira de résoudre 
par approximation; mais,, pour cela, il faudra procéder difierem- 
ment^j^lon les dimensions du liquide. Je les supposerai d'abord très 

petites par rapport à a , en ' sorte que — et - / et , par suite , 

- et - , soient de très petites fractions. 

(102). Dans' ce cas, je multiplie l'équation (b) par tdt, et j'in- 
tègre ses deux membres; il vient 

dz 



a' 



et si l'on suppose que l'intégrale ft^dz commence avec z, la constante 
arbitraire €' aura pour valeur 

En combinant les équations (c), (d), (/), on en conclura 
Sr* + C' — r sin « = ^ — -^ / t^dz , 

et en retranchant ces équations (g) l'une de l'autre, et ayant égard à 
la seconde équation (e), on aura 

g(r* — r'') = rsin e» — / sin «'+ ~. {^^ + ^'^^ — km^); 
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résultat qui coïncide avec Téquation (6) du n* 82 , en obseryant que ^ 
d'après les expressions de p qu'on a employées dans les n^ 8 1 et i o 1 , 
la constante b doit être la même chose que n^Q -f- a^ 

Dans une première approximation, je négligerai les termes divisés 
par a'; ce qui réduit Téqualion {/) à 



V 






d'où l'on tire 



^,_ (C^ + nà{ ■ 



|//« _ (Cl* 4. C)* 

Le radical y » + ^ ayant un signe. bontraire à celui de dt^ et la 

différentielle dz étant positive , la quantité. Ct* -h ff' est aussi positive; 
par conséquent,- le radical contenu dans* l'expression de dz devra être 
de même signe que dt. 

Cette formule s'intégrera toujours au moyen des fonctions el- 
liptiques, et, dans quelques cas, au moyen seulement des arcs de 
cercle et des logarithmes. La valeur de z que l'on en déduira sera 
le premier terme d'une série ordonnée suivant les puissances de 

~ , qui sera d'autant plus convergente que les dimensions du liquide 

seront plus petites par rapport à a, et dont on formera autant de 
termes que l'on voudra , par la méthode des approximations succes- 
sives. En faisant successivement ts=: r et ts=f^ dans Texpression de z, 
on aura celles de a et — tf'; et, cela étant, les quatre équations (e) 
et (g) feroùt connaître les valeurs de r, /, h et y. Par conséquent, il 
ne restera rien d'incoqnu dans l'expression de z, qui sera ta solution 
complète du problème. 

Si l'épaisseur k de la goutte est très petite, non-seulement à l'é- 
gard de 0,, mais aussi par rapport à sa largeur, la génératrice de 
la surface latérale du liquide se confondra, à très peu près, avec 
son cercle osculateur an point C. C'est, en effet, ce que Ton dé- 
duit de l'expression de dz ; car , dans ce cas , le rayon y de ce cercle 
est très petit par rapport au demi-diamètre A de la goutte; on a 
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oeu prêt) 

variable ^ sera aussi très petite ; on aura , à très peu près , 

, par conséquent, ' 

cause de z=:o, quand ^s=A ou ^ = o. On regardera le radical 
mme positif, selon qu'il s'agira d'un point situé au-desnts ou au- 
ssous de C ; la variable t' aura le œêaie signe çpe > ; et , pour 
rifier l'équation {f)y il faudra prendre 

5? y 



\/'+% 






ayant égard au signe que doî> avoir le radical i/i ^ _[ dans 
te équation. On aura, en niéme temps, 



hsssm 



ur les valeurs approchées àt h ^ y. 

[io5). Pour appliquer les équations (/) et {g) au cas d'une très petite 
utte de liquide posée sur un {dan horizontal et libre à sa partie supé- 
ure, il suffira de supprimer le plan supérieur où l'on supposait que le 
uide venait se terminer, et de faire , conséquemment ^ rz:^o. L'in* 
iinue r sera remplacée par l'inconnue A:, qdi ne sera plus donnée 
xime précédemment, et qui représentera la hauteur du sommet 

la goutte au-dessus du plan inférieur; à ce sommet, le plan 
igent sera horizontal, et ca égal à zéro. Je supposerai l'angle eJ 
[u, de sorte qu'il s'agiâse par exemple, d'une très petite goutte 

mercure nodd oxidé, posée sur une plaque korisontale de verre, 
qui sera convexe dfns tonte la partie qui n'est pas en contact 
^c le plan inférieur* 
Ba faiaant rssso dans k première équation {g)^ an voit que ^' 
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sera une quintitë %pes petite qui aura a' pour diviseur; ce qui exige 
que y dii^re très peu de h. Soit donc 

y étant mie nmrteBe inconnue t non^ «tn^^ 

La valeur de z serait v/A* — f* , si l'on négligeait les termes di- 
visés par a^; je ferai donc 

En substituant ces d iffé rente s vakurs dans l'équation (/), les tertaies 
indépendans de a* disparaîtront; et si l'on multiplie les autres par 
a*, et qu'on supprime ensfuite cent qui auront encore a^ pour divi- 
seur , on aura 

Au sommet de la goutte^ on a tes o; il ûiudrm donc qu'os ait 
On aura ensuite 

en intégrant et observant que m =?? o quand ^ =s o , on aura la 
valeur de i« ; et en la substituant dans celle de s , il en résultera 

pour l'équation de la courbe génératrice qu'il s'agissait d'obtenir. On 
se rappellera que le radiâal^oit èlpe pris avec le signe -f-, au-dessus 
du point C, et avec le signe — , au-dessous; au sommet de la goutte 
ottanraittito^ itst*, etk lnKaM, itsstt^, z^^^^df; eiWén té- 
sultera 
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I. 2** 1 



< > i <« 



^'^vn^^T-'+^H '-^^--"- ; 



adical y^A* — r'' étant regardé comme une quantité podKire. 
[ reste encore à déterminer h et /. Or • en faisant 

I 

S la seconde éqoation (g) , elle devient 

r'* -f- ^^-z — r- h/ si» a' — I:t = ^ / ^s^ ; 
3 l'étendue de cette intégrale , on peut prendre 

use qu'elle est divisée par a* ; on aura donc 

conséquent la valeur approchée -de t^ sera * 

3fl* sin • ' 

pté lorsque (»' sera zéro ou très petit : dans le cas de ûi' = o , 
exemple , on aurait 



ay/Z 



n appelant £ le rayon de la sphère équivalente au volume de la 
;te de liquide , ou ^Ç- ce ycdume , la seconde .équation (e) sera 
lême chose que 

rès la valeur de z, et eii ayant égard au .signe du radical qu'elle 
^rme , on a 
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/;«ft=-i*.+^ 



6a' ' 



/>« = _ 1 (»■- ..)î + ^ log i=±^ 



•^ + S-: - s:x (A -P >/A*-Os 



*i— IL 



OÙ l'on regardera le rfidical V^A*— r^* comme une quantité positive. 
Si l'on ajoute les valeurs *de ces deux intégrales, on aura celle de 
l'intégrale qui entre dans l'équation précédente ; et d'après la valeur 
de ol\ cette équation deviendra 



^ aA* . h^ 



Si l'on y substitue pour r^ sa valeur , et qu'on en tire ensuite celle 
de A, il vient . , 



iV 



A = €»» H r (l + COS* m' 2 COS' ù/ a C08* »') , 

en faisant y pour abréger, 

2 + 3 cos a»' — cos^ «' = 4-. 

Cela étant, si l'on ajoute les valeurs de et et a' pour avoir la hauteur 
k du sommet de la goutte au-dessus de ^ base , et qu'on y mette 
pour r' et A leurs valeurs , ' on aura 

A: = €)i (i -f- COS cù') H- Yx ï^ si^ - ^' 

7-; (i + COS Cù') (2 cos^ a>' + 5 cos^ a)'+ 4 ^^^ ^'"^ 0- W 

Si Ton avait mesuré directement la hauteur A: d'une gouttelette de 
mercure, d'un volume ou d'un poids connu, cette équation {h) pour- 
rait servir à déterminer Tangle c»' nelatif au contact du mercure 
avec le verre sur lequel il est posé ; mais une petite erreur sur le 
poids en produirait une trop grande sur la valeur de (»' ; et il vau- 
At9l mieux employer à cettéMetermination la hauteur observée d'une 
goutte très large, dont nous donnerons tout à l'heure l'expression 
en fonclion de l'angle dont il s'agit. 

(jo4)* Considénons maintenant le cas où les dimensions horisou* 

^7 



JfO 
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taies du liquide sont très grandes par rapport à son épaisseur verti- 
cale. Je multiplie alors l'équation (b) par dz, et j'intègre ses deux 
membres ; ce qui donne 



2^ 



f: 



dz , 

-r- dz 



+^^ 



^- (*) 



On n'ajoute pas de constante arbitraire, parce qu'on suppose que l'in- 
tégrale contenu^ dans le second membre coinmenc^ avec z> et qu'au 

point C, on a z = o et ^ = o. En vertu des équations (c) et (d), et 

en a^airt égard au signe contraire à celui de dt^ que le radical 

1/ 1 + -4; doit avoir , sa valeur sera * — à l'extrémité supérieure 

de la courbe , et — r à l'extrémité inférieure : en ces deux 

points ou aura donc 






-S. 



«'» 



aÊ«' -\- — ss: cQp a*' 




(0 



La variable t étant très grande pour tous les points de la sur- 
face latérale du liquide , nous pourrons , dans une première approxi- 
mation f négliger lés intégrales que contiennent ces trois équations. 
En résolvant là première par rapport a dt^ on aura, de cette ma- 
nière 



dt = 






et comipe , d'après l'équation (^k} et le signe du radical V/ ^ "+" ^ i 

le numérateur de cette formule eat de même signe que di,i\ faudra 
son dénominateur comme une quantité positive. Ou pourra 
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tottjqpirs la rédoire- en fonctîoiis dliptique»; maifl je mEipposemi Yé^ 
paisseor du liquide, et par suite l'ordontiée z, très petite par rapport 

à la constante a ; négligeant en conséquence la fraction —, intégrant 

et observant qu'on a t=zh quand z = o , il vient 

^=*— i + i \/i — 4C*z*. 

Nous nous arréteMns à cette valeur de t , dans laquelle il restera a 
déterminer 4es constantes A «t f. Or, les équations (1) donnent , k 
très peu près , 

d'où Fou tire 

iC cos • ' 

en supposant cû^ s=i cû, pour plus de simplicité. Je sfupposCrai aussi 
que où diffère beaucoup d'un angle droit ; ^ sera alors une ligne très 
petite , comme Tépaisseur A: ; il en résultera , à très peu près , 

/ * f^dz s=:(li } k -f- 7 — ;-- (w — M> -h sin aat) ; 

et Ton déduira de la seconde équation {e) , 

h = m -{^ — 5 — -- (w ^— 2û> + sin 2a>). 

( I o5). Si l'épaisseur A: du liquide n'est pa^ donnée , mais qu'il soit 
chargé d'un poids 9 posé sur le plan supérieur qui le termine , il 
faudra , pour déterminer k , recourir à l'équation (7) du n*" 82, dans 
laquelle on mettra a*ff + a' à la place de la constante b, ainsi qu'on 
Ta dit précédemmen|\(n® 102}. En ayant égard aux valeurs de € et a^ 
on aura alors 

"^ = '^Sr 1^1 ^^'' — i *^ r — rt* sin û» J ; 

équation dans laqudle ^ est la v^tletir de t qui répond à 2 â=: a. 
A cause que A: est très petit par rapport à m, on pourra ptendre m 
pom* cette valeur et r; et comme on a aussi supposé k très petit par 

2T.. 
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port à a, on pourra réduire l'équation précédente a. 

wgùln*a*cosÊt 

'*■= 1 f 

— ■ 

1 l^n tire 

appelant if le volume TT/n'Â: du liquide. 

lorsque langle m sera obtus ^ il faudra, pour que cette yaleuivde k 
réelle etjjue l'équilibre soit possible, que le plan supérieur, au 
d'être chargé d'un poids donné, soit, au contraire, tiré de l>as en 
t, ce qui rendra nsr négatif; il faudra, par exemple, que ce plan 
suspendu au plateau d'une balance, et qu'on place le poids 4r 
s l'autre plateau. Quand a> sera aigu, le poids mf devra agir dans 
ens de la pesanteur, et sera alors um^ quantité positive. La dif- 
nce de ces dpux cas tient à la figure tlu liquide, coocave dans 
première hypothèse, et convexe dans la seconde. La valeur de k 
içra, pour un même liquide et entre les mêmes plans, suivant la 
ne carrée du rapport du 4>oids gpv du liquide à la charge positive 
négative. Il serait intéressant de vérifier ce résultat par l'^xpé- 
ice , en ayant soin de prendre la charge très grande , par rapport 
poids du liquide, et la largeur du liquide aussi très grande rela- 
ment à son épaisseur, sans quoi la formule précédente ne serait 
applicable. 

i les deux plans ont été préalablement mouillés par le liquide , 
sorte qu'on ait û)=^, et si l'on met — <p au lieu de ^sr, il en 
iltera 

A — !!^?^* 

sera la mesure de refforl qu'il faudra faire pour séparer ou écar- 
l'un de Fautre deux disques horizontaux, entre lesquels il existe. 
I couche de liquide, d'une très petite épaisseur k et d'un très 

nd rayon m; la quantité t- étant, à très peu près, la hauteur 

aquelle le même liquide s'élèverait dans un tube vertical; dW) 
on égal k k. -^.-"V) A 

106). Supprimons actuellement le plan supérieur, «qppç^QO^ 
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Tangle (J aigu, et proposons -nous de déterminer kr' figttire d'une 
large goutte de mercure, par exemple, posée sur un plan horizon- 
tal de verre. La hauteur k au sommet de la goutte au-dessus de sa 
base sera inconnue ; nous la supposerons très petite par rapport à 
sa largeur, mais non plus, comme précédemment, par rapport à la 
constante a. 

Jusqu'à une petite distance du bord de la goutte , sa surface sera , 
à très peu près , plane et horizontale ^ on pourra négliger , dans 

lequation {h\ le cube de -^^ et le produit "^ 5^ ; ce qui la réduit à 

Si Ton désigne par a la valeur de z qui répond au sommet de la 
goutte, par u une autre constante inconnue, et qu'on fasse 

on satisfera à cette équation et aux conditions z=:« et -^^=0, 
quand < = o, en prenant 






ainsi qu'il est facile de le vérifier : ^ et e représentent , k l'ordinaire , 
le rapport de la circonférence au diamètre et la base des logarithmes 
népériens. Pour des valeurs de t très petites par rapport k a, on 
pourra développer cette intégrale définie en série convergente or- 
donnée suivant les puissances de t*, et en s'arrétant au second terme, 
on aura \ 



a ; 



d'où il résulte que fi sera positif et représentera la grandeur du 
rayon de courbure du liquide à son sommet. Quand, au contraire, 
t sera très grand par rapport à a, on pourra calculer, d'une autre 
manière, la valeur de l'intégrale définie. En effet, on a 

/•_ — L— co«4 — !— - ^_ !:_fm»-4 
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sji idonc QA ÙJJL -\. 

on en ootickira ^ 



eps4 



Après ayoîr développé (A— \ar*) * suivant^ les pi^ssances de jc*, on 

aura une suite d'intégrales de la forme / e"-**jc**^ir,.qui pourront 

s'étendre, sans erreur sensible, depiw zera jusqu'à l'infini, à cause 
de U grandeur de b, et dont on obtiendra ensuite facilement les va- 
leurs; il en résultera une séné qrdoonée sjoiyant les puissances néga- 
tives de b, qui sera très convergente, "du moins dans les premiers 
termes. En s'arrétant au premier-,, et observant que 

on aura 

«tj par- «ottséqnent» 

z^<t+~^—~==y/'je . (m) 

Ce sera réqfdatiota âe lia surface de la goutte , k une grande distance 
de son sommet, pour laquelle, cependant, le plan tangent soit encore 
très peu incliné. 

Au-delà de cette distance, j'emploierai, pour déterminer la courbe 
dit lîijuîdé, l'équation (A:), de laquelle je cetrs^ncherai là première 
équattiôfi ^ (£). En mettant pour C sa vateur, e( faisant cosa)= i, il 
en résuftei^a 






r P- 
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cette dernière iBtégnlecommcoçantnHiititetiantkzsâ et, cr<6t-à-ditie4u 
sommet de la goutte, où Ton a ^==0. Dans toute son étendue, la 
quantité comprise sous le signe / est très petite, soît à cause du facteur 
-T , soit à rftson du diviseur t. En négligeant donc cette intégrale , 

faisant zssz'-f- -> et négligeant aussi le terme divisé par ft% dans 
une première approximation , on aura simplement ' 

II*— (et — y)« 1 . 



d*oii Ton tire 

(«t — «'^ ]/ 4fl*— (ce — «')• 

Comme a — z^ est positif, et que le numérateur de cette formule est 

de même sigtie que dt , d'après Téquation précédente et le signe de 

/ d^ . ^ . 

y I + -^ , il s'ensuit qu'il faudra regarder comme positif le radical 

y/aa* — (a— z')*. En intégrant, en aura 

— — log j -^ =;^- î- — ; (/i) 



/ étant la constante arbitraire, laquelle r<;pré$entera le demi-dia-* 
mètre de la goutte dans sa plus grande largeur, qui répond li zteco 

/ €^ . ^ dz 

ou z= , et a —=00. 

f(k^ ai 

On pourra, si l'on veut, pousser plus loin l'approximation; mais 
nous nous bornerons aux formulas (/), (m) et (n), qui feront con- 
naître la figure du liquide dans toute son étendue, après toutefois 
qu'on aura déterminé les valeurs des constantes ft, a et /, et de 
la constante o^, nécessaire pour avoir la hauteur k o\x a -{- a' d\x 
sommet de la goutte àU'Kléssus de sa base. 

( 1 07). Pour y paftertir, j'observetpie les équations (m) et (/i) ont lieu 
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ea mâme temps et doivent coïncider pour )es points qui répondent 
à des coordonnées t et z très peu différentes de / et a. Or, en né- 
gligeant le carré de «t — z' dans l'équation (n), faisant^ pour abréger, 

* * * ■ 

et observant que c&H — ^^ diffère très peu.de a ^ comme on le verra tout 
à l'heure, cette équation devient 

1/2 2a|/a 



ou , ce qui est la même ichose , 



- (^-^V^ 



fit + Z = . — !--t~ e 

D'un autre côté , pour des valeurs dje t très peu différentes de / ou de 

r, l'éqttation (m) peut être remplacée par celle-ci : 

•■ . • • • . 

, a» a*v/2 . /a "T^ 

^ 2^V/ir»/2 *^ ' 

pour qu'elle coînc;ide avec la précédente, il £siùdra donc et il suf- 
fira qu'on ait 

ce qui fait déjà connaître le rayon de courbure ft.- 
. Si l'on met dans la première équation (1), âtt lieu de €^ sa valeur , 
et qu'on y fasse cos o» s= 1 , il vient 




>i '. . • J: 



On peut i^églfgei^ Ifi pa/rtie d^ cette intégrale. qui répond aux points 
de la surface où le plan tai^gejat. est t]rès peu Jnclioé;. dans l'autrie 
partie, ou peu|^^ fii^i , p[^ettçp . sjfp^^ t; elle 3'é- 
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tendra ensuite depuis z = o jusqu'à une valeur de z très peu dif- 
férente de a , telle que z =r a , par exemple ; et comme on a dans 
cette seconde pai*tie , h très peu près , 



di 



il en résultera 



^ x/i^îci^ir^, 




-T^dz 



O 






On aura donc 



d'où l'on lire 






« = a — ^4-g77(2V'2— i), 



pour la valeur approchée de a. 
On aura de même , à très peu près , 




— ^ dz 
^dz 



o 






et si l'on ajoute ^ membre à membre, les deux équations (i), on en 
conclura 



k' , a^ _ , / , aaV/a i ^^^^ j^^î 

ce qui donne 






A = a\/aco8-«'— -H ^^ C i — sin» i »') , (o) 



3/' «M --' 

a 



pour l'expression de la hauteur de la goutte. 

Si l'on a mesuré directement le diamètre de la goutte, on en prendra 

a8 
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la moitié pour la valeur de / ; quaad son poids ou son volume sert 
donné , on en d^uira / au inoyeni de la seconde équation (e), ou, 
plus simplement^ au moyen de cell^ qu'on obtient en retranchant 
les équations (g) Tune de Tautre; ce qui donne 

-* ^A -f* — j /• = p-4- ^^•^sin €ê\ 

en appelant (^ le volume de la goutte , faisant r = o ^ et mettant 
pou^ € sa valeur : r^ est ici la valeur de t qui répond à z = — -a'^ 
en sorte que Ton a, à très peu près, 

r z=:l + a V 3 sm ~ a>' — a — — ^ log 



^"^ (i + 1/2) C08 i •' 
L'équation précédente devient aussi , à très peu près , 



TTï^^a v/a cos - cù's=2 u+Tra^r' sin a/ — ^i— sin' - y j t (p) 

en vertu de la formule (o). Elle donnera la valeur de r^, et, par 
suite, celle de l, lorsque les valeurs numériques de i^, eo', a, seront 
connues. 

(108). M. Gay-Lussac a trouvé 

k =? 5»^578, * 

pour la hauteur d'une goutte de€nercure posée sur un plan de verre; 
le rayon étant 

/ = So"*", 

et la température ia°,8. D après le n* 76, on a 

fl* cos f/^s= 4^5746, 

k cette même température, en prenant le millimètre pour unité. Si 
donc on réduit d'abord la formule (o) a son premier terme , on aura 

(5,578)" cos û>'= (4,5746) (i + cos «') î 

ce qui donne 



^f _. Afl^ 
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On aura, en même temps, 

a = 3,6146, /^c= 5i,o83; 

et, à cause de l'exponentielle e '^ , la quantité - sera tout- à- (ait 

insensible. Cela étant , si l'on supprime le deuxième terme de la 
formule (o), et que l'on mette dans le troisième ces valeurs appro- 
chées de A»', V, a f on aura 

(3,778)- cos «' = (4,5746) (i^-cos«') 4- (0,5098) cosû)'; 

d'où l'on tire 

«'== 45* 5o', 

pour la valeur de €ê' à laquelle on pourra s'arrêter. 

Il résulte de là qu'en faisant coa nà'zssb, nous aurons, k la tempé- 
rature ordinaire, 

a* = (6,5262) millimètres carrés, b = 0,70091 , 

pour les valeurs des deux constantes qui entrent dans les différentes 
formules de Taction capillaire; l'une relative à la matière du mercure 
non oxidé, et l'autre à son contact avec le verre, ou plutôt avec Itf 
couche d*eau qui est toujours adhérente à la surface du verre (n® 75). 
Ces valeurs différent un peu de celles de la Mécanique céleste^ qui sa- 
tisfont moins exactement li l'observation de M. Gay*Lussac; car elles 
donnent S"**", 396 (*), au lieu de 5°^,578, pour la hauteur de la goutte 
d'un décimètre de diamètre. 

(109). Voici les poids et les hauteurs de plusieurs autres gouttes de 
mercure que M. Gay-Lussac a aussi déterminées, et qu'il a bien voulu 
me communiquer. 

Poids CD grammcf . Uantenrs en miUimètrct. 

6,01 3 3,34 

3,370 3,29 

2,865 3,25 

2,147 3,20 



{*) Supplément à la Tliéone de F Action capillaire, page 66. 

28.. 
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Poids en grammet* Haateon 6b iDillimèirci- 

1,187 r ^^95 

o,8i5 2,80 

0,667 *• ^'7' 

0,507 2,52 

0,255 2,19 

0,095 i 1,78 

o,o59 1,60 

o,o5 1 ^ i|58. 

Dans toutes ces mesures, faitat à la température oixlinaire, M. Gay- 
Lussac a remarque que l'angle compris entre la surface inférieure de 
la goutte et son image dans le verre qui la supporte, était très sensi- 
blement un angle droit; ce qui donnerait cù'=^5^. 

Ces hauteurs croissent de moins en moins à mesure que les poids, 
et, par conséquent, les largeurs deviennent plus considérables; mais 
la formule (o) montre de plus que quand le diamètre est devenu 
très grand ^ les hauteurs finissent par décroître avant de parvenir à 
une grandeur constante, qui sera exprimée par le premier terme 
de cette fonAule. Dans le "tas du mercure, cette hauteur extrême 
est 5"", 55 18 : ce serait la hauteur d'une goutte de ce liquide dont 
on regarderait le diamètre comme infini. 

Si Ton veut appliquer les formules du n" 107 à la première de 
ces mesures, il faudra prendre 

770.6013 ,,, 

pour le volume de la goutte, exprimé en millimètres cubes. Au moyen 
de cette valeur et de celles de a et 6 ou cos cû', l'équation (p) donne 

/=6~*,8687* 
On aura ensuite 

Z = 7-»,i097, f*== I6~^I4, 
pour le demi-diamètre et le rayon de courbure de la goutte;, et si l'on 



•V 

■ 
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calcule sa hauteur au moyen de la formule (o) / ouf trouve 

^ = 3— ,1996. 

La différence avec l'observatioir, qui s élève à ©"^"".a , peut être at- 
tribuée au calcul d'approximation. 

La formule (o) serait tout-à-fait en dé&ut si l'on en faisait l'ap- 
plication aux hauteurs des autres gouttes ; et déjà elle ne donne que 
2'"",55, au lieu de 5"",29, pour la hauteur de la goutte dont le 
poids est 58,37: Toutefois , les plut petites gouttes ne le sont point 
encore assez pour qu!on puissd recourir à la formule (h) ; car celle-ci 
ne donne que i"",28, au lie^ de i"",38, pour la hautQur de la plus 
petite goutte, dont le poids est oc^,o3i. 

(iTo). L'analyse précédente peut aussi servir à déterminer l'élé- 
vation ou la dépression d'un liquide dans un tube verticid et cy- 
lindrique, dont le diamètre n'est plus très petit, comme on le sup- 
posait dans le chapitre IV, et est, au contraire, très grand par 
rapport à la constante a relative à la matière du liquide 

Si l'on compte les z positives à partir du niveau extérieur du li- 
quide , et toujours en sens contraire de la pesanteur , 4ir constante 
6 sera nulle; et en appelant h l'ordonnée du point où la surface 
du liquide coupe l'axe du tube, et y le rayon de courbure en ce 
point, considéré comme positif ou comme négatif, selon que le li- 
quide sera concave ou convexe , on aura 

y 

On mettra ^ et — ^ à la place de et et /u dans les équations (/) et 
(m); la dernière, dont nous aurons seulement besoin, deviendra 

Z = j V " ^ 

> V/ax i/a ^ ' 

elle appartient, comme on a vu, aux points de la surface pour les- 
quels t est très grand par rapport à a, et où, cependant, le plan tan* 
gent est très peu incliné. A l'égard des points situés entre ceux-ci et 
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le tube, on emploiera rëquation (k), qui deyiendni 






(1) 



en faisant commencer l'intégrale à zzsi h, et observant qu'on av 

^ = o pour cette valeur de z. Cette intégrale sera une quantité 

très petite^ que nous négligerons^ ainsi que le terme divisé par y*, 
en intégrant cette équation. On aura alors 



a^^z* 



V/- + S' 



Le radical est positif dans toute l'étendue de la surface ; on a donc 
z^<^a*} on aura aussi 

et comme dz est de même signe que z, et que dt est positif, il fau- 
dra, par conséquent, regarder comme positif ce nouveau radical. En 
intégrant, il vient 

< = /+ v/aa*— z*— Vaa*— c»+ — _ log ) ; J; _^ =^ ; 

Z étant le demi-diamètre du tube, et c la valeur de z qui répond à 
tz=ilf laquelle sera de même signe que z. Pour les points dont l'or- 
donnée z est très petite par rapport à a, cette équation donnera 

^acy ^ a 



en négligeant le carré de 2 , et faisant, pour abréger. 
Cela posé 9 si Ton compare cette expression de id à la précédettte. 
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appliquée aux points qui repondent à des valeurs de t très peu diffé- 
rentes de / ou de V, on en conclura 

. rv/î 

et^ par conséquent, 

• iVWaci/af ^ — 

n = -î-7= 7== c 

ai/a+Kao*— c* 

U restera à déterminer la valeur de c. Or, si l'on appelle où l'angle 
relatif à la matière du liquide et du tube , c'est-à-dire l'angle compris 
entre les normales à leurs surfaces, obtus ou aigu, sefim que le li- 
auide s'élève ou s'abaisse • on aura 



vA^ 



smo»» 



pour la valeur particulière ^ =: / , à laquelle cet angle répond. En fai- 
sant donc ^ = / et z == c dans l'équation {q) , il en résultera 



— = sin « — I =■ , 



en continuant de négliger A% à cause de son diviseur >*. On négli- 
gera aussi la partie de cette int^prale qui répond aux points où le 
plan tangent est très peu incliné; dans l'autre partie, on fera sim- 
plement t^l'i et comme on a 



dz 
dt 



V' + â; 



4 Vaa»— a». 



il en résultera 




_«»/ 



»yi a I , , ,. ? 

Âï — 3 ? ~ 3a'/' ^^ ""'*'' » 



Ifi 
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en négligeant A*. On aura donc 

c» . 2V/2 a . I / , .\i 

et en fauant ^ 

û» =r. -'7r + 26, 
2 

et négligeant les termes divisés par /*^ on en déduit 

c=:a\/2sinfl + ^;^(i— cos'6). (r) 

» 

Cette valeur de c sera de; même signe que 6, c'est-à-dire positive ou 
négative y setta que cù sera obtus ou aigu. Son premier terme coià- 
cide 9 comme cela doit être , avec l'élévation du liquide le long d!un 
plan vertical, qui a été désigné par / dans le n"" 91. Il suffira de le 
substituer dans l'expression de h , q^i deviendra 



» 4V/TV/2|/a/'8iiiô — '. 



I -f- cos Ô 

et l'on aura, en même temps, 

Fzz^l + (i ^ cos 6) a v/â. 
(i I ]). Dans le cas du. mercure et d'un tube de verre, on aura 

â = — 22° i5', a = 2°'",5546, 
et la fo|*mu)e (r), réduite à son premier terme, donnera 

c = — iW,368o. 

Abstraction faite du signe, ce sera la hauteur de ha partie sensible- 
ment plane du mercure contenu dans un vase cylindrique et ver- 
tical, d'un diamètre extrêmement grand par rapport à a, au-dessus 
de l'intersection de sa surface avec la paroi du vase. M. Gay-Lussac 
a trouvé i",455 pour cette hauteur; la petite diflFérence 0°^", 087 peut 
être due 9 en partie, au second terme de la forq^le (r) que nous 
avons négligé, faute de connaître le diamètre du vase, ou la va- 
leur de 2/. 

Dans le cas d'un tube préalablement mouillé par le liquide qu'il 
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contient^ on aura - 

û> = 180% 9 = 45% 

et la formule (r) deviendra 

C = r7+g(2V/2— 1) j.- 

Elle exprimera la hauteur à laquelle le liquide s'élève^ au-dessus de 

son niveau naturel, le long des parois verticales d'un tube ou d'un 

vase dont le demi-diamètre est supposé très grand par rapport à a. Si 

le liquide déborde le vase, cette valeur de c exprimera aussi la plus 

grande hauteur à laquelle le liquide pourra s'élever au-dessus du 

bord supérieur, en prenant pour l le rayon de la surface extérieure 

du vase. Comme l'exponentielle contenue dans la formule {s) décroît 

beaucoup plus rapidement que le second terme de la formule (r) , à 

mesure que / augmente de plus en plus, il en résulte que la courbure 

du vase peut encore influer sensiblement sur l'élévation du liquide 

près de sa paroi , et n'avoir plus aucune influence appréciable sur la 

partie centrale du liquide. Dans le cas de l'eau, la valeur précédente 

de c, réduite à sou premier terme, s'élève à près de 4 millimètres. 

Pour comparer la formule (s) à l'observation, je prends la hauteur 

de l'alcohol dans un tube mouillé de ce liquide et dont le rayon 

était 

/ = 5°*", 254. 

A la température de 16"*, et la densité du liquide étant 0,813467 de 
celle de l'eau , M. Gay-Lussac a trouvé 

h = o— ,5855, 

pour l'élévation du point le plus bas au - dessus du niveau exté- 
rieur. Or, dans un tube capillaire préalablement humecté, et dont 
le rayon est o"'™,6472 , M. Gay-Lussac a aussi trouvé que le même 
alcohol s'élève à une hauteur de g"°',i823. En mettant ces valeurs 
h la place de a et h dans la formule du n"* 56^ on en conclut 

a =r 2"",4655, 

pour la constante relative à cet alcohol. Je substitue cette valeur et 

29 
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celle de / dans la formule {s) j j'y fais en même tem|» 

siu = cos 6 = —p^ i 

il en rési|lte d'abord 

r«6",274, 

et ensuite 

A=-o*^,5744; 

ce qui ne diffère pas de l'observation de o^"^oi. 

(i li)^ Maintenant, supposons , comme dans le n"" 85, qu'un diâque 
circulaire lKH*ia09tâi et suspendu au plateau d'une balance, soit d'abwd 
mis en eontad avec un liquide, et qu'on le soulève ensuite gradnak 
lement^ en augmentant, par de petites parties, le poida placé dails 
l'autre l^teaii. Le Mquide s'élèvera en même temps, jusqu'à uae cer- 
taine hamteur> pOYfr laquelle il se détachera du disque, et reprendra 
son niveau natureL Désignons par A Texcès du poids placé dans k 
second plateau^ sur le poids du disque, quand la base du disque 6St 
à uiiie hauteur k au-dessus du niveau du liquide* Si le disque n'est au- 
cunement plongé dans le liquide, et que leur surface de contact soit 
la base entière du disque^ nova àurona, d'après l'équation (8) dv nu- 
méro cité^ 

A = TTg^f A:r* — irgfra^ cos (i + û>) j (i) 

r étant le rayon du disque , TTgfkr^ le poids d'un cylindre du liquide 
qui a pour base celle du disque et A: pour hauteur , a^ la constante 
relative à la matière du liquide, et â> Tangle donné qui dépend de 
cette matière et de celle du disque. Quant à l'angle i, il exprime 
l'inclinaison sur un plan horizontal de la normale OK (fig. ai), à 
la sur&ce-DOB de Farète vive qui termine la base du disque, la« 
quelle normiflè «st menée de dehors en dedans du disque par tm 
point du cohtcWr suplërieui^ du liquide. Il est lé même pour tous 
les |]f6ints 'de ce contour ; mais quoique là cÔUrbe DOfi soit èx- 
trêmemiefit petite , et que le rayôti t du point puisse être tegardé 
comme constant dans toute l'étendue de DOB, cependant, l'angle i 
varie depuis zéro jusqu'à go®, avec la position du point sur cette 
courbé : il est zéro., lorsque le fmat atteint ou surpassé son ejc^ 
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trémîte supériewe D , c'est-à^pdire lorsque le liqaide s'étend jusqu'à 
la partie cylindrique et verticale de la surface du disque ; il est un 
angle droijt^ quand le point O coïncide avec l'extrémité inférieure B 
de l'arête vive , ou bien encore ^ si le liquide se terminait à la base 
du disque , en-deçà de sa circonférence , auquel cas le rayon r pour- 
rait avoir une grandeur quelconque, moindre que le rayon de cette 
circonférence. L'angle cù, au contraire, ne variera pas avec la posi- 
tion de O ; ce sera l'angle KON , en supposant que ON soit la normale 
extérieure à la surface latérale AO du liquide ; il pourra être aigu ou 
obtus, selon la matière du liquide et du disque : on aura ton** 
jours 0)=^, quand le disque aura été préalablement mouillé par 
le liquide. 

La surface latérale du liquide ^era une surface de révolution , 
asy mptotique de son oiveau naturel FG , et ayant pour axe la verU-^ 
cale CH menée par le centre C de U base du disque. Si l'AQgl^ ^ 
est aigu, comme daus le cas du mercure et d'un disque de verre , 
le liquide sera convexe, tant qu'il s'élèvera au-dessus du poinjt D 
de l'arête vive. Dès qu'en souleyjint le disque cette arête atteindra 
la surface du liquide, l'angle (o^i augmentant, la convexité du li- 
quide diminuera de plus en plus ; sa surface sera plane et la même 
que son niveau naturel, lorsque <-f-â» sera un angle droit, ou i 
complément de a». Le disque continuant de s'élever, et l'angle i 
d'augmenter, le liquide deviendra concave, et sa concavité augmen- 
tera de plus en plus, jusqu'à ce que le point B de l'arête vive ait 
atteint la surface latérale du liquide , et que i soit devenu un angle 
droit. Cette surface, dans le cas de cû aigu, tournera sa convexité ou 
sa concavité par en haut, dans toute son étendue, et son rayon croî- 
tra cgnUinuellement depuis la base du disque jasqu'au niveau du li«* 
quide. Dans le cas de £» obtus, le liquide sera toujours concave; la 
courbe OA tournera sa concavité par eu haut, et son rayon croîtra 
depuis le disque jusqu'au niveau du liquide , tant que le liquide sera 
au-dessus de l'extrémité supérieure D de l'arête vive ; il en sera en- 
core de même lorsqu'on soulevant le disque, larète vive aura atteint 
la surface du liquide, et que cependant i-{-^ sera moindre que ^r; 
mais dès que i -f- 6) aura dépasse deux angles droits, il se formera un 
rétrécissement de la surface latérale du liquide. La courbe OA tour- 
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nera sa concavité par en bas, depuis son extrémité supérieure jus^ 
qu'en un certain point M/ et par en haut, depuis M jusqu'au niveau 
du .liquide ; et le plus petit rayon de cette surfoce aura lieu au 
point M. 

Cela posé y il s'agira de déterminer, pour un angle donné ip la 
valeur de A: , et par suite celle du poids A dont le nuueimum répon- 
dra à l'instant où le liquide se détachera du disque. 

(il 3). Pour cela, reprenons l'équation de la surface capillaire de 
révolution, ou de sa génératrice ,' savoir : 

dt^'^ tV^ dtO dt lut , V 



'A ^»» 



dans laquelle t exprimera la distance d'un point quelconque de la 
courbe AO à l'axe CH, et z la distance de ce même point au plan FG, 
positive ou négative , selon que la courbe ÂO sera située au-dessus ou 
au-dessous de ce plan . D'après la règle suivant laquelle on doit déter- 

miner le signe du radical y ' + "^ (^* 49) > ^ sera positif dans toute 

rétendue de cette courbe, excepté depuis jusqu'à M, quand ce 
point M existera, ou, autrement dit, il sera constamment de signe 
contraire à ^/, en regardant dz comme étant de même signe que z. 
Au point , qui répond à ^ = r et z = A:, on aura, en outre , 

= = sin (i -4- a>) , -• = cos (*-*- co) ; 






dH" 



par conséquent, l'équation (2) pourra être remplacée par l'une ou 
l'autre de celles-ci : 



I ...... z* — k* f dt 



^/ 



dz 

t -T 

: — rcos (i -}-&>)= -^fztdt , 



(3) 
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en supposant que les intégrales contenues dans leurs seconds mem- 
bres s'évanouissent quand z = A: ou ^ = r. 

Je supposerai que le rayon r du disque soit très grand par rapport 
à la constante a relative à la matière du liquide ; la variable t sera 
aussi très grande; et^ cela étant , je ferai usage de la première équa- 
tion (5). Si l'on y fait 

I -f- « = - ^ + ai', 

et si l'on observe qu'on a en même temps ^=Qo,is=:o, j=o^ il 
en résultei*a 



.sin..--= I -7==^, (4) 



pour l'équation d'où dépendra la valeur de k. 

Dans une première approximation, je néglige son second membre 
et celui de la première équation (3). En retranchant l'une de l'autre, 
on aura 






de 

d'où Ton tire 

dz 



dt z ^ y — ~ . (z'— a*) dz 

—7==== iV^a — », rf^= —7= , 

V' + Te 

en regardant le radical \^2a^ — z* comme une quantité positive. La 
valeur de t qui résultera de l'intégration pourra s'écrire ainsi : 

en faisant, pour abréger. 



V 2rt* — A:* — \ aa* — z* H — j-. log -2-t= — \ = . , 

^ ^ |/a ^ a|/a + |/aa* - *• 

et observant que ^ s r quand z =? A. 
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issa Va sin (^. 
Le luj I îwffli àe ettÊe quantité répondra à i = - ^ et sera ^al à 



a \^2 sin ' 2v. Le point M répondant à ^ = oo , a sera son ordon- 
na. Pour qae ce point existe, il suffira et il sera nécessaire qu'elle 
soit moindre qae la valeur de A:; ce qui aura lieu lorsque l'angle m 
sera obtus, ainsi que nous Tavons dit précédemnient. En appelant ^ 
la distance du point M à la base du disque , quand elle est le plus 
élevée, on aura 

J^^af V^a sin - /» — i\ 

Soit aussi r — /^ sa distance à Taxe CH, ou la valeur de t qui ré- 
pond à zzsa et k ^a V^a sin - £» ; il en 



i^=:a (i — V/a cos -an ^ log 



^ 2 



2 



pour le rétrécissement du liquide au point M. Lorsque le disque a 
été préalablement mouillé par le liquide , on a o) = sr , et sim- 
plement f 

er = a(v/^— i), /' = a— |^jlog(i-KV/2). 

S'il s'agit de l'eau, par exemple, cos quantités seront 

cr= i^^Gioô, r'=. i»»,642i , 

d'après la valeur de a du n** 56. 

Ces expressions de A*, cT, r', sont celles qui auraient lieu à la 
limite où le rayon r du disque serait coasidéré comme infini ; mais 
pour comparer la formule (i) à l'expérience, il sera nécessaire d'y 
suKstitucr une valeur plus approchée de k. 

(ii4). En retranchant l'équation (4) de la première équation (3), 



m • 
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nous auront f àanu une seconde opproximatioii , 

y Éi — 









l'intégrale commençant avec 2. En négligeant son carré , on déduira 
de cette équation 



dz 



— ==== = rvatf' — ^ j I j ^^ — rfzj 

V' + l? 

et si Ton fait, pour abréger, 



o xCi' + O V^2fl*— s» ' 



l'équation (4) deviendra 

Jf — aa-8În*i^ + K + K'=o. (5) 

La quantité Ç étant très petite par rapport à t', je développe sous 
les signes / suivant les puissances de Ç ; ce qui donne 

Z= ^[ao» V^ — (ao*— z^y] + etc. , 
K=~5/^*irf.(aa-— «0* — // j^V^^^ — ^^^ + etc., 

a — ^aa' — y; 

v/ 

En intégrant par partie , de ibani^re que Hntégrale s'évanouisse avec 






z, OD a 



y p^.(aa»— »•)' = 7 t(»»' — 2')* — ao* N/a] 



P^-ZCCfto*-»')*- an» Vi]v-t-e«c. 
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J'opère de même sur les antres intégrales contenues dans K et K'; 
je fais ensuite zsA: et t'z=zr^ ])uis je néglige les termes divisés 
par H : il en résulte 

K = ^ [aa' \/2 — (aa* — k'f] 

K'= — /"*(<»' — ^') [aa' t^ â — (aa' — »') «] ^^ 
D'après la valeur de ^, on a 

. ojA /** l^à' y/â — ( 20»— z»)*] zdz 
^ Jo (a y/a 4. V/aa»— z»)l/aa* — z»' 

Après avoir substitué cette expression dans celle de K, si l'on ajoute 
les valeurs de K et K', on trouve que les termes divisés par r* se 
détruisent, et Ton a simplement 

K + K' = ^ [aa» \/l — (aa* — *•)•]. 
T/équation (5) devient donc 

k^ — aa» sin* ^ + j'^ [aa* Va — (aa* — A:*f ] = o , 
et rpn peut la remplacer par celle-ci : 

Al* =s 2a* sm* u ^— (i — cos* u) (i ^ j , (6) 

à cause que l'on néglige les termes divisés par r'. 

(11 5). Pour chaque valeur de l'angle c^, cette équation fera con- 
naître la valeur de A: qu'il s'agissait d'obtenir. Le rayon r étant très 
grand par rapport à à, le maximum de k, relativement à l'angle i, 

répondra à la plus grande valeur de u, laquelle a lieu quand i = - tt; 
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par conséquent^ on obtiendra ce maximum en fisiisant v =s - a dans 

l'équation précédente. 

La plus grande valeur de A aura aussi lieu quand i = -^tt; c'est 

donc à l'instant où son extrémité supérieure atteint l'extrémité 
inférieure B de Tarète vive qui termine le disque , que le liquide 
commence à se détacher. Si l'on appelle p la valeur correspondante 
de A ^ et m le poids d'un centimètre cube du liquide , on aura , 
d'après l'équation ( i ) , 

p s=s Tnnkr^ + ncma^r sin t» ; (7) 

formule qui suppose les lignes a^ r, k^ exprimées en centimètres, 
et dans laquelle on mettra pour k sa valeur maxima, déterminée 
comme on vient de le dire. 

Si le disque a été préalablement mouillé dans toute son étendue 
par le liquide , en sorte qu'on ait o» = ^tt , le second terme de cette 
formule s'épanouira , et le poids p^ qui est celui du liquide soulevé 
au-dessus de son niveau naturel, sera le poids d'un cylindre du même 
liquide qui aurait pour base celle du disque, et pour hauteur l'é- 
lévation du disque au-dessus de ce niveau ; ce qui tient à ce que 
le volume du liquide soulevé qui est situé en-dehors de ce cylindre, 
compense exactement le rétrécissement du liquide situé au-dessous 
du disque. Dans ce même cas, l'équation (6) donne 

A:=.aV/3-f^, (8) 

en négligeant toujours les termes divisés par H, et la formule (7) 
devient 



p — wm (oi^ \/2 — ^y (9) 



(116). Appliquons maintenant ces différentes formules aux expé-* 
riences de M. Gay-Lussac qui sont citées dans la Mécanique céleste. 
Elles ont toutcss été faites avec un disque dont le rayon était 

et à une température d'à peu près 8%5. L'auteur a vérifié que la 

5o 
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matière du di3que n'a aucunç influence, quand il a été préalablement 
mouiUé par le liquide. 
Dans le cas de Teau , on a 

a = o*«,38888, 

et l'on peut prendre un gramme pour m, à. cause que la température 
s^écarte peu de celle du maximum de densité. La formule (9) donne alors 

et, suivant l'observation, ce poids est 59^,40. 

M. Gay-Lussac a déterminé le poids p pour trois alcohols di£Pérens 
dont les densités étaient 

0,81961, 0^5960, o,94i55; 

celle de l'eau étant prise pour unité. Dans un tube capillaire dont 
le rayon « était 

a 2= o^^ ,0647:2 , 

les hauteurs h au:KqueUes ces mêmes liquides se sont élevés au-dessus 
du nivtau extérieur ont été 

As=3 o<», 9181:15, A=:o»,95oo8, As=o<^™,9g975. 

1 • 

Au moyen de la formule du n"* 56, on en conclut 

a = o^™,a4655, «sso^», 24837, a œo^™, 26705, 

pour les valeurs correspondantes de la constante a. Cela étant , on 
aura, d'après la formule (9), 

/?=r5i«,i37, />= 528,878, /? = 37^^,273, 

et l'observation a donné 

p't= 3i8,ôa, /> = 3a ,87, ■ p = 37?, i5. 

Pis l'itaile de féi^ii(Kîlî»> dont la densité était 0,86946 de celle 
dé l'eau, $'est élevée dacié'ïé-'tabe éa rayon a k rnie hatiteur h au- 
dessus de son niveau, *^àlé à e<»,g95t6. I! en résulte, d'après 
la formule du n* 56, 



'i-;> ■' 
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En rerin de la formtile (g), on aura 

p = 54«,345, 

et, suivant Tobservation , ce poids est 54Sio4* 

Dans ces cinq expériences, la valeur de p observée s'accorde^ 
comme on voit, d'une manière très satisfaisante avec sa valeur cal* 
culée ; cependant , on peut remarquer que celle-ci surpasse toujours 
un peu l'autre ; ce qui semblerait indiquer que les différens liquides 
se sont détachés du disque un peu avant que le poids que j'ai appelé 
A ait atteint son maximum p: et, en effet, on conçoit que l'équilibre 
de chaque liquide étant très peu stable près de ce maximum^ des 
causes accidentelles, par exemple, de légères agitations, peuvent faci- 
lement en amener la rupture. 

Quoique les hauteurs maxima du disque n'aient pas été mesurées , 
il est bon d'en donner les valeurs déduites de la formule (8). Dans 
Tordre des cinq expériences, ces valeurs sont 

k = o<^",54i45, 
k = 0^,54534, 
k = o^", 54765, 
k = o«»,55977, 
k = o^",35897. 

Relativement au mercure non oxidé, en contact avec un disque de 
verre ou d'une autre matière, pourvu que ce disque soit recouvert 
d'une couche d'humidité aussi mince qu'on voudra , on a (n* 1 08) 

a = o*^",25547, i^ = - a s= 22'45'. 

Au moyen de ces valeurs et de celle de r, l'équation (6) donne 

A: = 0^"*, 15775, 

pour l'élévation du disque à l'instant où le liquide commence à 
s'en détacher. Pour calculer le poids correspondant p , exprimé en 
grammes, on prendra 

_ '0449 
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k la températare de 8*,5; et, en vertu de la formole (7), on aura 

Avec le même disque, d'un rayon égal k 5^,gi8Z, M. Gajr- 
Lussac n'a pas trouvé constamment la même valeur de p. En fiii- 
sant croître très lenteitient le poids employé à souleVer le disque, 
le poids total, à l'instant de la séparation du liquide, s'est élevé 
depuis i58 grammes jusqu'à 296 grammes. Les valeurs de p moin- 
dres que le maximum donné par le calcul, peuvent s'expliquer par 
l'instabilité de l'équilibre du mercure. Quant à celles qui sont plus 
grandes, on peut les attribuer à la même cause qui donne lieu à 
des élévations ou des dépressions très différentes dans un tube ca- 
pillairq;, excepté lorsqu'il a été préalablement mouillé par le li- 
quide, ou bien, lorsqu'il n'exerce aucune attraction sur la matière 
du liquide (n* 62). U est possible, en effet, qu'à raison des irré- 
gularités de l'arête vive qui termine la base du disque, l'angle 2, 
au lieu d'être droit , comme nous l'avons supposé , à l'extrémité in- 
férieure de cette arête , soit obtus dans une partie de son con- 
tour ; ce qui augmenterait le maximum, de la quantité Â déterminée 
par la formule (i). 

D'après la remarque de M. Dulong (n"" yS), l'angle cù augmente 
et /peut même devenir obtus, quand le mercure renferme une pe- 
tite proportion d'oxide. Le maximum de A augmenterait en même 
temps; et il suffirait que, pour cette cause, l'angle <» fiit de 60^ 
pour que ce maximum atteignit le plus grand poids observé par 
M. Gay-Lussac. 

(117). Si l'on remplace le disque par un cylindre vertical d'un 
très petit diamètre, l'équation (i) fera encore connaître le poids à 
qui isépond à une hauteur k de la base du cylindre au-dessus du 
niveau du liquide; mais l'expression de k en fonction de l'angle i, 
ne sera plus la même que précédemment, et sa détermination sera 
plus difficile. 

Nou^ supposerons le rayon r du cylindre très petit par rapport 
à la constante a ; et, pour de semblables valeurs de t, nous em- 
ploierons la seconde équation (3), dont nous négligerons le se- 
cond membre , dans une première approximation. On en déduira 
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alors 

Z = A:+rCOS^ lOg --~- : : 'y (lO) 

" ^ ^ (i-l-sinf)r ' ^ ^ 

en faisant £ -j* ^ = ? ^ ^^ observant qu'on a z = A: quand < = r. On 
pourra 9 si l'on veut^ pousser plus loin l'approximation; mais nous 
nous aiTéterons à cette valeur de 2; et l'équation (10) sera celle de 
la surface du liquide près du cylindre. 

A la distance où le plan tangent est très peu incliné , on réduira 
l'équation (2) k la forme linéaire^ savoir : 

Pour y satisfaire par une valeur de z qui devienne insensible pour de 
grandes valeurs de ^, on prendra 






« -i^vr+T ^ 



c " 



i/rp"»' 



e étant la base des logarithmes népériens, et a une constante ar- 
bitraire. On aura, en efiFet, 



• ■ / 



en mtegrant par partie, on a 

le = =^ / e dB; 

au moyen de quoi les valeurs ^^ ^0 ^9 "J^f i^^n^^Qt identique l'é* 

quation (ii). D'après la manière dont nous avons déjà satisfait à 
cette même équation ( n* 107), on peut remarquer que son inté- 
grale complète est 
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0( et f désignant les deux constantes arbitraires. En £sâsant 

et observant que les limites 8 = o et 8 = oo ^ répondent à x = i 
et a: = 00 , rintégrale particulière dont nous voulons faire usage 
deviendra plus simplement 

Les équations (lo) et (12) représenteront la courbe OA du liquide 
dans toute son étendue ; elles devront coïncider pour des valeurs de t 
très petites par rapport à a, comme le suppose l'équation (lo)^ et ce- 
pendant très grandes par rapport à r, afin que la tangente à la courbe 
OÂ soit très peu inclinée, ainsi que l'exige l'équation (i^)- C'est 
d'après cette condition que nous allons déterminer les deux cods-^ 
tantes A: et a contenues dans ces formules. 

(118). Si nous faisons 

lequatîon (12) pourra s'écrire ainsi : 



=•/: 



u 
«'C — . 

X 



La fraction ~ étant très petite dans foute l'étendue de cette int^ 

grale y on pourra -développer , en série convei'gente y la seconde ex- 
ponentielle contenue sous le signe /; on aura, de 'cette manière, 



/ /** dx r dx , i ^ C dx ^ \ 

Par des intégrations par partie, on réduii;a toutes ces intégrales à la 
première ; et sî l'on fait 

/: 



'^ dx 

r-"* — = s^ 

X 
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il en résultera 

z = ap/i + «• H- 4 M* H- etc. y 
En diffërentiant s^ par rapport à^^ on a 

du J \ u ^ 

d'où Ton tire 

i; + c + logll = l^-:^ J+^--i-3^-^^ 

c étant une quantité indépendante de u. Plusieurs géomètres se 
sont occupés de l'intégrale v (^) et de la détermination de la cons- 
tante Cf dont la valeur a été calculée à un grand degré d'approxi- 
mation. En se bornant à cinq décimales, on a 

c = 0,57721» 

D'après cela , si Ton substitue la valeur de \f dans celle de z , et que 
l'on néglige les termes multipliés par u , nous aurons 

z = « (log 2_? ^ c) , 

pour ce que devient la formule (ia)y relativement à des valears de t 
très petites par rapport à a. 

D'un autre c6té, ces mêmes valeurs de t étant très grandes, re- 
lativement à r, on a, d'après la formule (10), 

z =: A: + r cos 9 log 7— rA — T-- 

En égalant ces deux valeurs de z , on aura donc 

a = — r cos ^, k — r cos ^ log - (i + sin ^) r =: a (log a V^â — c). 



{*) Traité des Différences et des Séries de M. Lacroix, page 552. Vcjez aussi, 
sur ce sujet, un très bon Mémoire de M. Soldner^ imprimé & Munich en 1809, ^^ 
le titre de Théorie et Tables d'une nouvelle fonction transcendante. 
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et, par conséquent, 

A = -rcos^(log^^^^^^-c). (.5) 

En faisant £ = o ou ^= â» dans cette formule^ elle exprimera Vêlé- 
vation ou la dépression d'un liquide le long d'un cylindre dont le dia- 
mètre est très petit ; et Ton voit que cette quantité , contrairement à 
ce qui a lieu dans l'intérieur d'un tube capillaire, diminuera de plus 
en plus avec le diamètre. Lorsque le cylindre aura ^té préalablement 
mouillé par le liquide, on aura ^ = tt et 

'Si l'on substitue la formule (i5) à la place de k dans l'équa- 
tion (i), on aura 



A=s< 



^pgrcos.p[r«(log (,^",y»)r -^) + «']' 



A cause que r est supposé très petit par rapport a a, le maximum de 
cette quantité répondra à ^ = 7r ou /s=:^— -a», lorsque Tangle û» 

sera obtus, et à i = -^, quand il sera aigu. Ainsi, dans le premier 

cas , le liqqide se détachera du cylindre lorsque son extrémité sera 
parvenue au point de l'arête DB, pour lequel l'angle i est supplé- 
ment de l'angle donné eu; et, dans le second cas, il ne se détachera 
que quand le point aura atteint l'extrémité inférieure B de cette 
arête. * 

Si le cylindre est mouillé par le liquide, c'est-à-dire si l'on a 
e» =s ^ , la valeur de i qui répond au maximum de A sera zéro ; le 
liquide se détachera du cylindre dès que le point atteindra l'ex- 
trémité supérieure D de l'arête DB; et si l'on appelle q ce maximum^ 
ou le poids nécessaire pour séparer le cylindre du liquide , on aura 

9 == 9rmr [^r» (log î^^^ — c) 4- ^"^^ , (i4) 

en désignant par m le poids d'un centimètre cube du liquide, et 
supposant les lignes r et a exprimées en centimètres. 
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(119). Pour que ces différeates formules soient suffisamment appro- 
chées, il faudra cpe le rapport - soit une fraction peu considérable. 

Voici deux expériences que M. Gay^Lussac a faites sur l'adhésion 
de l'eau à la base d'un cylindre vertical, dont la première satis- 
fait beaucoup mieux que la seconde ii cette condition. 

Le diamètre du cylindre étant ù^,!à68, et la température xô"", 
il a trouvé pour le poids qui soulevait le cylindre à l'instant de la 
séparation du Jiquide, différentes valeurs comprises depuis 0^^,066 jus-- 
qu'à o»,i}j2; en sorte qu'on peut prendre ce dernier nombre pour 
le maximum donné par l'expériénpe. Or, en faisant 

dans la formule (x4)f elle donne 

5 sa: 08,07499, 

pour ce maximum; ce qui ne diflere que ée os,oo3. 

Dans la seconde expérience, faite à la même température, le cy- 
lindre avait un diamètre de 0*^,579* M. Gay-»Lussac* a jugé que le 
poids nécessaire pour le détacher dé l'eau était compris entre os,35o 
et os,a55. En mettant dans la formule (14) la yaleur précédente de a, 
et 0^^,289 au lieu de ^, on trouve 

î = 08,1945 ,• 

résultat qui diffère de Tobservation d'environ un sixième de l'incon^ 
nue ; ce qu'on peut attribuer à ce que. le rapport -, au . lieu d'être 

« 

très petit , s'élève à enviroii j* 

(lao). Occupons -nous maintenant d'un problème relatif à deuk 
liquides en partie superposés, dont la solution n'avait pas ena»^ 
été donnée, et qui présente uA^ application particulière des prin* 
cipes de cette théorie. 

Supposons qu'on ait versé sur un liquide, sur du mercure, par 
exemple, une large goutte d'un autre liquide; et proposons*» nous 
de déterminer la figure de cette goutte et U aurfiioe du mercure. ' 

Si 
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J'«ppellêi?Ai^pofui!i abréger^ 8 Ja {Partie de cette snp&oe qui m'est 
paS' en contact avec la goutte , S/ la partie de la. surface de la gputte 
non en contact avec le mercure, S; la portion de surface corn- 
ititiné *ati xnetctxte et h la goutta. Ced trxyii. surfaces aiitônt un même 
axe Vertical; près d^ïa* gotitte; S totrniena sa Convexité pat eh' hapt^ 
et deviendra plane à tttie distance pett considérable^; S', sèt^ con- 
tavie par enbaut, Bavis ioufe sôti étendue*; k \gotitte iétsi cclnve^ce; 
éUe fotrrDëra'sa cdrfvèxité par en Ïnts dépuissoia cdntâct avec fe mer- 
cure jusqù'S'sii 'pltis gimide siectimi héri^tale, ef par en haut', dé- 
puta» céf te sectiôtt jùsqu'îr son àominbt. . 

Si l'on désigaè^ par / la^ di^taft^ d*tth^ point ^elûonqfae dé Tuiie 
de ces surfaces à leur axe commun ; (|ue l'on compte les coordon- 
nées verticales en sens contraire de la pesanteur et à partir du niveau 
du mercure, qui est la partie plane^de S ; et <)Me IW desijfoe par Zy 
z, , z', les ordonnées respectives^ d'un point quelconque de S, S,, S', 

leurs équations seront (n^ 29 et 5o) 

* ■ ■" . • .. . . . .■ ^ 

H et H' étant les constantes' relatives au mercure et à la matière de 
lu 0Wttdj G une troisième qpnstant^ ,<jui dépendra delà matièi*e des 
deux liquides, p et p^ leurs densîtjés, ç une constante arbitraire-, et 
g la gravité. Lés radicaux côntefiuS dans les seconds membres des 
deux premières équations seront positifs; celui. <|ue renferme le se- 
cond membre de la dernière sera positif dans la partie supérieure 
de la'goutte, et fiég»tif éaMs*4**^Mië infié^ «n sorte qtte si 
Vtm représeûie. pérO^tiî nyùh é& contour du S, /et par / cc^ de 
la plus gratid^'èecfioti fiO^MiiMle de la goutta, ou àon den^i'-dia- 

m^ètrcj, ce radical \/ 1+.;^ ^ra positif depuis ^ = jusqu'à t = l, 

«tjiégaltfde|mis «9=|j,j<i9f[tl'£i,|a;iir^j .. >: : -^ . 
rOa«niiceé»tintiëqaa(tiotu/afti7j^Attfa dMi9OTjlkîesjt|ui)Ji'miitiiitliev 
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que pour le contour de S,. Pour les former^ ^0ÎtBAGD.(figii9a^.UM# 
section de la surface de la goutte ^ par un plan passant par son axe CB; 
et supposons"^ que la )>artie DCA- apparlienoe à S^^ et 4a partie DBA à 
S,. Soient au$si DG et AF les sections de la surface du mercure par le 
ménaeplan vè7ticàLl.-£r?nons SurïDBA deux 2>oints^.et 0*, et sur DG 
et AC des points M et M^, tels que et M soient sîïués a des distances 
insensibles de 'D> etO^eft W k des^>dÎ9taiice8iin8ei»3>lc8.d&-AJBai» 
les portions de courbe ODM et O'AM^ l'inclinaison de la tangente VK^ 
liera très rapideiiieqt; et eUMJWiserftntrfmcppifiri^^ dM^ Je» 'épa- 
tions Çm^ Naos uxffoafivoàB qm 0^ Ml^ i)\ J|l^\ soient j les texttémUm 
de ces ooiiffbe$ p^iciilièiws'^'OiAt'snlîireaieaft dit» (nons-suf^pscrws 
qae les idistan^s inamsiUes CH)| JMI), (XA^rftl'Ar^fwpâweQ^:! mpe^n 
dant, ks xttyons d'ActiviM 9M)}iMniUire du.jsiiercuce etr4ftja gputl«« 
Cela posé, par les points et 0' je mène les tangentes OT et O'T' k 
la courbe DBA ; par les poifHs RT et 1SI\ j^baisse sur ces droites les 
perpendiculaires MK et M'K', etî't(é}èK#je^UfWmfll^:M]!î .fstiMT^^^ 
courbes GD et CA. En appelant <» et V les angles aigus EMN et 
K^^N'^ ces angles seront donnés et dépendront de la matière de ia 
goutte et de celle du liquide inférieur, qu'on suppose êfreJe xnennne^ 
Ces angles seront ceux oui se conclueraiejnt de la dépression de l'un 
des liquides , dans un tube qui serait Ibrmé dé ta ttoStièrè de ràutrè 
liquide!. Ainsi, l'angle û) sera de 4^^5o* dans.:|e cas d'une gouttç 
d'eau , et un peu moindre , d'après ce qu'on a vti dans le ti* yJ^, s'il 
s'agissait d'une gcmtt/^ d'aU^hpl ; e<i m^xw ^JfJfHf^si(^' ^^ }'f^^ f^î 
aurait lieu à i'.extrei9iité i de |f^,^w%)B d/ç^4'<eaif /^4^ raïçphQl^ cou* 
tenu dans un tube de ^e^ppui» sa|i4i^ Qf^jsi TfHïy^p^ #,/;t^/ 
les inclinaisons sur un plan horizontal, des normales MQÏ et MT^^ 
et I, celle de la normale MK ou MV, on atura 

« = l — I,, de' =: i, -^ l , 



et, ae.piUSf. ,^ ,.. ^., ,, .,,, fi-»,.;. :.:.• ïO-l-i-,»., 1,1 

<^ -^ •/■ . J • w«^ - j V y . <^* 
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on aura , par ooDiëqwent y 

«fa, «fa' . , ,/ . *'• ,/',.*.•. 



(*) 



équations dans lesquelles on jpourra feire tsx^r^ ^âtis erreur sen- 
sible. . -l ' • ■ - . 

Soit encbre 4 rabaissement du contour de St an-dessous du ni- 
veau du mercure ; h ^f Fabaissement du point le plus bas de la 
goutte, ou f la flèche de sa 




de son scynmet, et, enfîn^ £ son épaisseur totale, c'est^-li-dire 

Nous aurons les équations particulières i 
tmil, z'=zk, ^ = <o; 

■ . " dz 

«5=00, z=:0, 5J-=o. 

I 

La question consistera maintenant à résoudre ces équations 
{b)f (c), par approximation; en supposant les rajons 2 et ^ 
grands p^r rapport k l'épaisseur de la goutte. 

' (lar). Après avoir fait 

H = gpa% 

nous pourrons remplacer la première équation (a) par celle^ r 




s — :- 
en suppCMnl que- Intégrale s'évanouinse quand ^:= oo . D^^s toute 
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retendue de la surface S à laquelle cette équation appartient^ la va- 
riable t est très grande^ On peut donc négliger cette intégrale; on 
aura alors 



dt 



z 



l/aa'— z*' 



en considérant le radical comme une quantité positive; et Ton en 
conclura ' 

à cause de ^ =: r quand s = — A. Nous nous arrêterons à cette 
valeur de ^, qni est le premier terme d'une série ordonnée suivant 
les puissances descendantes de r, dont on obtiendrait facilement les 
termes suivans» si cela pouvait être utile. Cette équation (d) sera 
celle de la surface du mercure ^ en -dehors de son contact avec la 
goutte, et k une distance de ce contact, plus grande que le rajon 
d'activité moléculaire. ^ 

Les deux autres équations (a) se résoudront par l'analyse des 
n*' io6 et 107. Au sommet de la goutte, les deux rayons de cour- 
bure sont égaux ; il en est de même à son point le plus bas. En 
désignant par /a leur grandeur commune au premier point , et par 
X, au second point, on aura, d'après ces équations, 

c-gp'(*+«) = lH% 
d'où Ton tire 
et si nous feisons 

les dernières équations (a) deviendront 
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^+-,('+^)l=S(>+'# 

Relativemeat aux points de S, ^t de S' pOiu' lotiquels le flaii 4an- 
gent est très peu incliné, on lés réduira à des équations linénres} 
puis on y satisfera , ainsi qu'aux conditions particulières k ^ = o , en 
pMnaot - 

^* •»»" tw»^ . 



cos^ 



expressions qui se réduiront à 



^ 



A 



<»'. . /«• ^ a. 






(*) 



vC^ 



comme dans le n" io6, pour des valeurs de t très grandes par rap- 
port à a, et a'. 

On peut aussi écrire les équations (/*) sous la forme : 






(0 



\/'+^" 



en supposant que ces intégrales s'évanouissent avec la variable t , 
et observant qu'on a * * " 
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quand ^bo. Pt*es du sooittiet ou du point le plus bas de la goutte, 
ces intégrales peuvent être négligées , à cause que l'on a 

^ Ar r ^ ^ r 

. , ■ ■ ' • ■ • ■ * ». ■ 

et qfie la variable t est très petite,. dans c^. parties ^ la ^wfao^. 

Four les valeurs^ de t auiquelles répondent Lesi fo^malc^ (Â)>.«W 
quantités comprises sous les signes / auront t * pour diyifii^mr ; fw^ 
cette raison^ nous |2K>urrons aussi négliger ces. intégrales. Enfin ^ près 
du bord de la goutte, nous «lés négligerons également, à cause de 
ta grandeui^ de $f ^poique, dan» celte partie de Ja sufrfîce ; 1^ 
quantités comprises sous les signes f oa scient divisées, qcie paf 
la première, puis^nce de cette variable. En supprimant dope les se- 
conds membres des équations Ci),'ét négligeant aussi lesterqi^ 
divisés par A* et ft* dans leurs premiers membres, on aura sim- 
plement - ♦ ^ 

, "'' s= a\ — x\ ,."' = a'' — r*. (k) 

V' + T^ V' + f^ 

On en déduit 



et si l'on fait aftentioa «ur signes des quaatités o^^— Jt^et ^^/— ^«, 
qui doivent être les mA^aes que cei^x- dit radjcam \/t -f- ^ 

et ^i + ^\ iBt aux ^gnes de x, /r y * ;f > il sera aisé de 
s'assurer qu*on devra regarder comme positifs les rs^difia^i^ V^^^^x^ 
et y/ 2a'* — jr*. D'ailleurs, çn négligeant, pour abréger, les' termes 
^' et — d^ quantités que X et jr teprtsenteni, on aura, en même 
temps, t s r,. j^^att=«#t- A> 4rfiB/;,et-de même ^as 2^; z'k: jb, 



a48 NOUVELLE THÉORIE 

^ = — a ; en intégrant , on aura donc 



Les équations (g), (A), (l), jointes 1 Téquation (^), renfer- 
meront la solution complète du problème, après qu'on aura déter- 
«ininé les valeurs des constantes a, k,hffy r, l^ /a, X, qu'elles 
renferment. 

Or, 7fz=srk domie à très peu près ys=i^-i^ai et comme on a 

^ = •^=00, pour cette valeur de z' ^ on aura «.;= a% d après 

la seconde équation (Je). On aura donc, en même temps, < = r, 
V = -^ A , ^ =— A — A — a', et, en vertu de la seconde équa- 
tîoa CO. 

pour la valeur de r, en fiûsant, pour abréger, 

aa'* —(* + * + «')•=:: a"»», 

et regardant yi comme une quantité positive. Pour ^ = r , les équa- 
tions (A) et les valeurs de dt qu'on en a déduites donnent 

D'après les équations d'oit la formule (€?) a été tirée , on aura , 
en même t^nps. 



.et,_au moyen de ces ;difierente8 iralenrs^ les ibrmules (6) ibumi- 
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ro||t det^ équations, tfo/à j^ d»e diq>e«6er4i â'^esm» et qui senri-: 
ront à déterminer deux des trois coostftnteg A> k,f>f -pw «Mmple^ 
h ^ ^, . ■ 

' MwtiHi9nt( si Xm 9|H^iqu(i la tMWmi^ 4« jé|]i\atiqitfB ( j^) |i <|tt 
poippM <ii#$if PQttr )mtqiiÂl»:s, idi0èv« trite pea de.>->i ■->./, ef U 
vaxia^itp >« «Si trà« p^t^; fit lltsedcndé à. des fMHnla de b pftr- 
tif wp4ri«are Àe^ ^% pour lewpiel» i' difi^ très 'pe«.de i:, et 
J i94lv tP^ petit j «t 41. V<m compare a«x formalés (À) les êxpreMons 
de X et 7- qui, se déduiront aîw» dt oaa deux é^pMtioo|s^i), 

». je» ' 

^r^ ;--| ■ ^"'^^ ■ ■■ c*^- , 




en faisant 9 p^r Airéger , 
L'équarion (e) 



1/* -. 



en y siéistitoant les Talearè de A ^ fi, G^ H'. Ole servira k de-* 
terminer y*; et il* ne restera pins que l d*inconnii. Or, si l'on a 
mesure directement le dian(iètr6' de la goutte dans sa plus graq^le 
largeur, on en prendra là moitié pour la valeur de /; si ce dia- 
mètre n'est pas connu , mais que le poids de la goutté soit donne , 
et qu'on le représente par ^^ on aura 

% . .. » . 

il 94^ ,^dle d'ejSëçtjvefr ^e intégrations indiqu^est :9^cès avcHr sabir 
^éMsyalfui^.de <*5' et «i^i,., tirées d^ ég^^tim» (g), .C*)#|(0» »4»- 

.5a 
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tiires aax dififêretitm piurtids de S' et S, : celte' expresMOna-dë 4r séri- 
vira; ensuite à froûYerià ^ètir de I. ^ i v 

Pour résoudre les équations d'où dépendent les valeurs niitné- 
riques de h^ k^'f^ i/ il faudrait '^tte^^elk^ des cmistatiiea'ay ô', 
ai /eu, À^ fbssent 'données; Les Valeurs- de; a ^ a'^'-n^^ ëont etSoc^ 
tiyçnient jGonnues^; qiiant à csileat de a, et «', dn pourràik les 'dé^- 
terminer' >a« nioyen desF^equation^^^i doÎT^nt MnKr à frbuvelr les 
valéurside h et jk, si css^ dislances avaient étêi' mesùréèà 4lrËetèriietit 
pour une foûtte^d^unèlàrgëurconirae. .1. '. ^t/ \ 

(122). Dans toutes les questions dont nbua iMW» sôttinièK ^Mctepés 
dans ce chapitre » Tordonnée verticale d'un point quelconque de la 
surface qu'il s'agissait de détenmtier, ne dépendait . -que d'une seule 
variaMe, savoir^ la distance à Pâte* dé' figdre, dans le cas d'une 
surface de révolution , ou la distance à un plaii vertical , dans le 
cas d'un liquide conteQu entre deux planj^ pairallèles k cobii-là. D'après 
èette circonstance, l'équation de la surfiioè > qui est généralement 
aux différences partielles, se réduisait à une simple éq^tipn diffé* 
rentielle ; et, par différens procédés, il a été possible de la résoudre 
par approximation y ou même rigoureusemeôt , dans le dénder de 
ces deux cas, au moyen des fonctions elliptiqu£9u lia splutipn de- 
vient beaucoup plus difficile , lorsque Tordonnée verticale dépend 
de deux variables; ipais il y a des questions pour lesquelles la con- 
sidération d'une siirFace de révolution fournît d'ab6rd*une approxi-^ 
mation qu'on peut ensujte ^usser aussi loin qu'il est nécessaire ; 
et , de cette manière , les solutions précédentes et celles du cha- 
pitre IV prennent une extension que nous avons déjà indiquée dans 
le n*,68> et dont nous allons dpnner un nouvel exemple. 

Il s'agira de J'équilibre d'une gqutte de liquide, d'un volume peu 
étendu, contenue entre deux plans; qui comprennent entre eux un 
très pe,tit. angle,, et qui se coupent suivant une droite hori;sontale, 
Pour fixer les idées, je supposerai, que la surface latérale du li<» 
quide. soit concave en -dehors. Sa courbure étant plus grande du 
coté de l'intersection des .deu^ plans que d^ ç^lé opposé, la goutte 
tendra à se rapprocher de cette droite; par conséquent, pour qu'elle 
dei»leure en éqbilibl«,!^fâudrii'qàe cette tendance ' soit bataricéé 
l^ir^ son poids ; ce qui ^exigera^'qiï^lle soit aù-^ssous dé cette în- 



.c« 
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teniectioa, Par oette droite^, je mène un plan oonqpna ^nti«e les iàtnx 
plans donnes, et dont je déterminerai plus bas la direction* Il y aura 
un autre plan perpendiculaiite à cette intersection , qui divisera la 
goutte en deux partiel parfaitement égales* JTappellerai C le milieu du 
diamètre de la goutte, suivant lequel ce fdan vertical CQupe le plan 
intermédiaire; et je prendrai ce point pour origine des coordonnée^, 
et pour axés, là perpendiculaire à Fintersection. des d<eux plans donnai 
menée dans le jdan intermédiaire, la parallèle à cette même inteisec;- 
tion et la perpendicdiaire au plan intermédiaire. Soient u, v , Ç f\e& 
trois coordonnées d'iin point qnekonqué de la surface latérale de la 
goutte, respectivement parallèles à ces trois ax^, et z Fordonnée 
verticale du même point, comptée en teiis contraire de là pesan- 
teur et à partir du plan horizontal paisant par' le point G. Si Ton 
appelle 9 Tangle aigu que fait le plan intermédiaire, c'est-è-^ire le 
plan des u et i^, avec ce plan horizontal, et si Ton suppose les. ^ 
et les u positives dirigées vers le haut , comme les z positives , on 
aura 

Cela posé , si Ton désigne par a^ la constante relative à la ma- 
tière du liquide, Téquation de sa surface latérale sera 

i+i,+ €=:J({cosfl4-«sme); (i) 

C étant une constante arbitraire , et A et A' représentant les deux 
rayons de courbure principaux. La quantité --f^*^,^ ei^primée.au 
moyen des coordonnées u, p, Ç, aura pour valetir 



en faisant, pour abréger , 

et considérant Y coinme positif ou comme n^tif , selon que la nor- 
male extérieure au liquide fer? -un angle aigu ou obtu^avec la droite 
tir^ suivant la direction des ( Pp^^v^^ 



»9b ^ IlfMrl/^ËIÉt^ tïBËÔKlË ■■■'■■ 

«>^.-Ç,»**oflt-! •■•:'^» - '-."••■;•••■ ■'"■ ' ' '■' •*•..'•■■■•■■ ■■•■ 



Si l'oW Si^&j^d; ^, à^ «ëtalc diéi àii^l^ iitië; fôbt les în^meé 




•►•.'• 



i ,f, . St»! ...■<W<l«a*V.(<W.;»:.j^*«<.f'!^); ' ,, . -. • • 

e^ en a||ipelâ]it i .llncjini^sqn du plan sn{>eiîecir sur, ie jplan dos #4 
et V, bn aura.i en m^me temps^ * . I 

Pour tous lés poînfs du 'contour supérieur de :1a surface latéi;alej 

Cest-a-mre pour tous les points de Finterse^tion ce cette sûrÊice 

et du plan supérieur , a» sera un angle constant et donné ; et si 

nous représentons par c ïi distance* du point C à l'intersection des 

deux i^lans donnés^ nolu» auront ^ par rapport k tt cet^tôtit, AëB deux 

équations : . 

, Ç=s(c — M)tang/, i 

cosû> = V/cosi-^^ sin iV f ^ ^ 

ont la première est Féquation dû pUn supérieur. Soit i l'inclinai- 
mi Àù i^fan inférieur ^iir^ltii QésWéïk^. 'RëlatfVë/rtëiit au dôntobv 
inférieur de la surface latérale^ nous aurons 4e fÉème 

Ç = —■ (c *r- «) tang A 1 

' cos»'=ii~Y(c08i'+^8inr);| (^) 

cû étant l'angle compris en^tre la norm^e extérieure au liquide et 
la perpendiculaire au plan fn^éri^r-) dirigée en- dehors de Tangle 
des deux plans. Les angles donnés e» et (»* seront obtus ^ parce qu'on a 
Wtip^^Ù Ht^e %iêi^le'mtàWéùî^\oi!è) ëh âutH a>' = à» , si 
Ite »fte*x laSA^to ^dèlà iaëiHè'nktm/^i^^è^^ s'ils otit 

été préalablement mouillés pÉt^lë li^m^. 
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(laS). Maintenant, pour résoudre, par approximation^ les équa* 
tions (i), (2), (5), je supposerai que les. «dimensions de la goutte 
de liquide soient très petites par rapport à la constante a. Il en 
sera de même à l'égard des variables u et v; et Yxyn poufVa ex- 
primer la taleur da^ ^ V^^ ^^^ série^ convergente^ ordonnée suivant 
leurs puissances et leurs produits, c'èst-à-dire par une série de cette 
fbraicf : 

f = ^' + ? ( /^« + p'^) + ii (?«' -H ^^^ -H AO + etc., 

dans laquelle z', p^ //, q, etc., seront des fonctions de la distance 
d'un point quelconque à l'axé dè^ C/<{ue je vepraseitterai par t, 
de sorte qu'on ait 

En substituant cette série- dans l'équation (i), et égalant ensuite les 
termes de ses deux membres , seinblables par rapport k u éi i^, on 
obtiendra une suite d'équations qui serviront k -déterminer 4ès in- 
connues z\ p, p', 9 , etc. Mais nous bornerons. l'appmTtniatiiim aux 
termes divisés par a' inclusivement ; et, de plus, noM ferons p's=zo, 
k cause que la variable (^ n'entre pas dans le second membre de l'équa- 
tion ( i). Nous aurons vdonc simpleoftent 

Pour faciliter la stifastihitian de cette valeur de Ç, j'écri) féqua- 
lion (i) sous la forme : 

d V — d V^ / 

D'après l'expression de C on a 

du"^ di t'^ c^\di i ^/J' 

dv'"^ "dt "i^ 1? dt i * 

Si Ton désigne par V ce que V devient «quasd on y met y au lieu 
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de Ç, on aura , 

et ensuite 

d^ fdi 



• 



I f 



.' ■t 



VfeV.'-iY'.fd+f)». .^ 



. • < 



Je substitue ces valeurs et celle de ^ dans l'équation (4); et en con* 
tinuant de négliger les ternies divisés par aS je trouve , après quel- 
ques réductions, 






^+îv'^4.c.+r^(^+f) 



équation qui se décompose en deux autres, savoir : 



»^ r- ^ -^ ^ 9 



La première de ces deux équations est celle qui répond à la surface 
de révolution. EUq se résoudra par Tanaljse du n^ loa; et quai^ z' 
aura ét2 déterminé en fonction de ^, la seconde équation (6) fera con- 
naître la valeur de p* 

(124 )• Je supposerai que la largeur de la goutte soit très grande 
relativement à son épaisseur ; et céU étant. Je ferai, comme dans le 
numéro cité, ^ 

h étant la valeur particulière die t ]|k>ur laquelle on a ^ = o , et ^ une 
autre constante très petite paryrapport à A. Jja variable ^sera aussi 

très petite; l'expression de z* aiira'V^^ — ^* pour premier terme, 4 
et l'on pourra la représenter. par . 
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en désignant par ^ nne fonction de ^ très petite à l'égard de ce pre- 
mier terme ^ qui s'évanouira pour ^ = o. Cette quantité ^ ren- 
fermera , en outré , dans son expression , les constantes arbitraires h 

et ^^ et la quantité — ? au lieu de la constante a* du n^ loa. On 

en déterminerait fiicilement la valeur approchée , si l'on avait be- 
soin de la connaître. 

Linconnue p étant divisée par a* dans la valeur de Ç, il suffira de 
substituer le premier terme de :i dans la seconde équation (6) , d'où 
cette inconnue dépend; et d'après le n® 102, on y fera, en même temps, 



Cette équation ne pourra s'int^rer que par approximation ; la quan- 
tité p qui s'en déduira sera très petite par rapport à ^'; en n^li- 

géant le terme -^ du premier membre, à cause de son divi-- 

seur i^y et la multipliant ensuite, par t^dt^ elle devient 

rf|^(j4.|)V^t«]=a^sinflrf^; 

ce qui donne , par une première intégration , 

(|+f)V«'=5^8infl-|-,; 

)f désignant la constante arbitraire* Pour que la valeur de p qu'on 
en tirera ne devienne pas infinie quand ^=0^ il faut que le se- 
cond terme de cette équation s'évanouisse avec t'^ et qu'on ait , par 

conséqûéht , >i = — « | A' ; on aura donc 

d.ip a (<»— y)wn9 jhyh' tin fl 

/ V en négligeant le carré de l'. J'intègre de nouveau, et en désignant 
par / la constante arbitraire , il vient 
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Miais le point C étant supposé le milieu du diamètre de h goutte situé 
sûr l'axe des i/. îl s'ensuit qu^ôn doit avoir 9i'=^ b. CSki effet. le con* 
tour de la section de la goutté par lé plan dés u et v a pour équation 



expressions de z' et p . on en déduil , 4 tr^' peu près 



«V 



f. 



• '. 



tt^A^-^'as^-H-ji;^, 



* • ■ ■ ■ 

et , à cause de ^' = u' Hh i^ ^ les deux yaleUrs de u qui répondent 
kifzsso seront aussi , À très peu près, 






• > 



ppiir qu'elles soient égaler et de signes contrûnes, il faudra donc 
qu^dn ah /b=o. Cela étant, nous aurons 

pour la valeur approchée de /? , et 

î=,/.T?^+»-.^^^, (7) 

pour celle de ^, è laquelle nous. nous arrè.terons. 

Pour que la position et la figure de la goutte soient entièi^ip(ent 
connues , il restera encore à déterminer les deux constantes h ^\ y^ 
la direction du plan à partir dugnel cette ordonnée ^ isst jpomptée , 
c'est-a-dîre l'un des deux angles i et i' dont la somme, seulement, 
est connue et égale à l'angle 4es^3éux iiAéns (Sonnés, çt,Vnfin, la. 
distance c du milieu C de la goutte à l'intersection de ces deux 
plans. Cette distance esit supteut impartanle è^eon^itttré; pance que « 
s sa valeur peut dtre mesurée directement, €i qu'il en pourra Résulter .,; 
une nouvelle vén^c^tÎQu 4^ 4^ th^f^. Sa |i|fét^p[^n4ltiW4l^ép^ ^^ 
dant pas, comme on va le voir, du seQoqd femoned^ Lm ë»\ pou 
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cela que nous l'avons représenté par ç, et que nous nous sommes 
dispensés d'en calculer la valeur. 

(i^S). Après qu'on y aura substitué la valeur de Ç, Tune des 
équations (a), la première, par exemple, sera l'équation du con* 
tdur supérieur du liquide; elle déterminera t en fonction de u} 
et , ensuite , la seconde devra être identique par rapport à u. Cette 
première équation devient 



V^^yt' — ^* + ♦ + ^= (c — «) tang i. (8) 



L'angle i étant très petit, par hypothèse, il suffira de mettre le 
premier terme de la formule (5) à la place de Y, et celui de la 
formule (7) au lieu de Ç, dans la partie de la seconde équation (2) 
qui renferme le facteur sin i; de cette manière, on aura d'abord 

VV (v — w «n * 
COSi . . . 

ou, ce qui est la même chose, 

cosa = V'cost ^-7=^== j^ ^> / ■ =- , 

en négligeant , à cause de la petitesse de ^ , un terme qui aurait 
7 ^ pour facteur. En vertu de l'équation (8), on aura 

y ^ j y ^y y 

au moyen de quoi l'équation précédente se changera en celle-ci : 

cos â» + — ^ — ( , , ^ f-- — ) s= o ; 

y y \h + tf <^ J y ' 

en ayant égard aux valeurs de p et de -^ , et mettant A et c an 

lieu de ^ et c — u dans les termes divisés par a*. D'ailleurs , à 
•cause que y t\i sont très petits par rapport à A, on peut réduire 
^ ; à l'unité le premier terme de la quantité comprise entre les pa* 



^ V*-^*^.^^^^ ^g^ls^t ensuite séparément à zéro le terme indépendc... 
^' . de « et. le coefficient de u dans cette dernière équation, nous 
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« « 



4 



( M 



V - 
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auTonâ 

, c sin /'-• 
COS Où •+• = O , . , V 

y . ^ (9) 



«• — aQ^ sittô = o. 



en négligeant la fraction très petite -• 

Les équations qu'on obtiendra de la même manière , en per^ 
tant des équations (3)^ se déduiront dei précédentes^ en y chan- 
geant ûù et i en m* et H. La ^conde équation ne changera pas, et 
la première deviendra 

« 

COS w H — = o } 

y 

et^ à- cause qnela somme des angles i et i est donnée, ces équa- 
tions suffiront pour déterminer ces angles et les deux constantes 
c et y. Enfin, si l'on désigne par Tn* le volume de la goutte, on 
aura , à très peu près , 

A* (c sin z H- c sin î') = i*, 

pour dé^rminer la constante h. 

^ les deux plans qui comprennent la goutte de liquide sont de la 
même nature ^ on aura cJzas^fi^ et 1' = j; 1 angle î sert la moitié de 
l'angle donné que font ces deux plans; et l'inclinaison 6 du plan 
intermédiaire sur un plan horizoïntal , sera déterminée par l'é-* 
quation 

Sm B S=5 — - — r-t— : , (10) 

• 

• ^ que l'on obtient en éliminant y entre les équations (9). En compa-* 

rant cette formule à celle du n® 68, daignant par 6^ l'inclinaison 
de Pa^ce du cône que c^e^i détermine , et la réduisant à son pre- 
'* mier terme, on en conclura 



^tt 6 = ' sin é'. 



toutes choses dMlteors égales, c'est-À-dm en supposant qu'il s^^gîsse 
4!mi mêm^ liqwde et de parob de la nvéme nàfltire> que l'angle com- ; 



^. . 
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V- .-" 



♦■ • 



pris entre chaque plan donné et le plan intermédiaire soit égal à ^y 
celui que fait chaque arête du cône avec son axe^ et que la distance * ' . ^ • 
du milieu de la goutte au sommet du cône ^ soit la même que ia di%- . : • t • 
tance à l'intersection des deux plans donnés. V » ^ 
Dans les applications qu'on pourra faire de il formule (lo)» on ne ' 4kifî^*4i^ 
devra pas oublier qu'elle suppose très petit langle des deux plans 
donnés , l'épaisseur de la goutte aussi très petite par rapport 4 sa lar- 
geur, et cette largeur elLe-même très petite, soit par rapport à •.. ^ 
la distance du milieu delà goutte à l'intersection des deux plai|8 * ^ J'<'* * 
donnés, soit à l'égard de la constante a relative à la matière du 
liquide. 

(126). Lorsque les deux plans donnés auront été préalablement • ' . .,/ \ 

mouillés par le liquide dans toute leur étendue , on aura a^ = ^r , ' ^ • . • * ^ 

et, par conséquent, * 



f _* 



^. :à 



a» 



Sin9=-T-: — ;. (11) 

Dans ce cas , l'angle 6 a été mesuré avec soin par Hauksbée , pour 
différentes valeurs de c (^). Mais, malheureusement, il parait que 
les dimensions de la goutté dp liquide ne satisfaisaient pas aux condi- 
tions que cette formule suppose ; car , pour chaque Valeur de c , elle 
donne un angle plus que double de celui qui a été mesuré. 

En effet / dans l'appareil d'Hauksbée , on avait 

. . I 
2 sm i = 5 — . 
3ao 



# « 



Le liquide était l'huile d'orange. Or, M. 6ay-Lussac a trouvé qtfk 

la température de i5*,5, ce lipide s'élève à io"",4 au-dessus de soa • 

niveau dans un tibe dont le diamètre est* i ■", 096 , et qui a étrf^ ^ ,^ ^m 

mouillé préalablement par ce même liquide. On en conclut (n® 56) •^ 

a* ss (6,8740) millimètres can^. . * ^ •••^ ' . ! 



Je prendrai pour unité le pouce anglais, dont la longuew est 
35"^, 591 8; il en résultera 



. -% 



« 



(*} Snpplément aa livre X de la Mécanique céleste, pige 55* •^^ 

33*. 



»' 

# 



^ t 



à 









:-«' 



» • 



1 



. ■ ■ 
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a* = 0^010662 y a:^o^io325, 

' et, par conséquent , 

. û 3,4117 

sin = ^^ ' ; 

la distance c étant aussi exprimée en pouces anglais. Or, si Ton fait 
successivement c=i8, i: = io, c = 2, qui sont la plus grande, 
• ."^ la moyenne et la plus petite des distancef pour lesquelles Hauksbée 
a mesuré Tangle 8, cette formule donne 

^ %■ fl==o«58'ia", 8 =1*^57' 20", e = 58<>52', 

r. 

et^ suivant l'observation, on a seulement 

8 == 9' 58", 8 = 54' 58", fl = 2 1 • 54' 58". 

Mais Hauksbée n'a pas fait connaître la largeur de la goutte li- 
* quide ; et la eonstante a n'étant que d'un dixième de pouce , il y a 
lieu de croire que le rayon de la goutte n'était pas à la fois très petit 
par rapport à a et très grand par rapport à sa demi-épaisseur qui sur« 
passait la moitié de a dans le cas de c =^ i8. Il Êiut remarquer que le 
physicien anglais dit qu'à mesure que la goutte s'approchait d^ Tin- 
tersection des deux plans , elle devenait de plus en plus oblongue ; 
circonstance qui n'aurait pas lieu si la largeur de la goutte satisfaisait 
à la double condition que notre analyse suppose ; car alors , en vertu 
de l'équation (7), la goutte serait toujours à très peu près circulaire. 
L^ discordance «des valeurs de 8 observées et calculées , ne prouve 
donc rien contre la théorie ; et je ne ^oute pas que si l'on répétait 
^ l'expérience d'Hauksbéé sur des gouttes de liqui^^ d'un rayon aussi 
* petit qu'il serait possible par rapport a a, et d'une épaisseur encore 

.plus petite , l'angle qu'on observerait ne s'accordât avec celui qui 
•• * serait donné par U formufe (11). Dans cette-expérience, il serait pré- 

férable d'employer l'eau , qui est le fluide pour lequel la constante a 
« est la'^plus grande. 

La formule de la Mécanique céleste que l'auteur a comparée aux 
* observations d'Haulsbée, est la même que la formule (11). Cependant, 

les différences quil a trouvées entre le calcul et l'expérience s'élèvent 
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mie seule fois h 3*, et sont gënëralement beaucoup moindres. Elles 
5ïont encore trop grandes pour être attribuées aux erreurs des obser- 
vations; maisi de plus^ Laplace a fait usage, pour déterminer la 
constante a% d'une élévation de l'huile d'orange , dans un tube capil- 
laire, qui n'est pas moitié de celle que j'ai employée, d'après l'expé- 
rience de M. Gay-Lussac; et c'est pour cette raison qu'il n'a pas ob- 
tenu , comme moi , des valeurs de plus que doubles de celles 
quHauksbée a trouvées. Cette élévation de l'huile d'orange avait 
été mesurée, par Haiiy, sans avoir préalablement mouille le tube 
avec ce liquide , dans toute sa longueur ; et l'on sait que , faute 
d'avoir pris cette précaution, les élévations de différens liquides 
qu'Haiiy a mesurées, sont trop petites de plus de moitié. Hauksbée 
avait eu soin de frotter d'abord avec de l'huile d'orange les deux 
plans de verre qui formaient son appareil; il fallait donc, pour 
calculer les inclinaisons correspondantes à celles qu'il a mesurées, 
faire usage de l'ascension d'un liquide dans un tube mouillé par ce 
même liquide, comme celui dont M. Gay-Lussac s'^t servi. 

(lay). On admet, comme un résultat de l'expérience, que quand 
on incline un tube capillaire plongé dans un liquide, l'élévation, 
positive ou négative, de ce liquide au-dessus de son niveau extérieur, 
reste constamment la même ; mais cela n*a lieu que par approxima- 
tion, et seulement k l'égard de la partie principale de cette élévation, 
qui est en raison inverse du diamètre du tube. 

En effet, supposons que la surface intérieure du tube soit celle 

d'un cylindre à base circulaire ; appelons fi le complément de l'angle 

aigu que fait son axe avec un plan horizontal ; prenons pour origine 

des coordonnées le point où cette droite rencontre le plan du niveau 

extérieur; par ce point, menons un plan peV^ndiculaire à cette 

droite, et désignons par Ç, (^, k, les trois coordonnées d'un point 

quelconque de la surface capillaire, respectivement parallèles à Taxe 

du cylindre, a l'intersection du plan perpendiculaire et du niveau 

extérieur, et à un troisième axe perpendiculaire aux deux premiers. 

Si nous désignons par z l'ordonnée verticale du même1|K>int, comptée 

en sens contraire de la pesanteur, à partir du niveau du liquide, nous 

^ aurons 

z = Ç C08 -f- li sin 6, 
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en supposant que les Ç et les u positives soient aussi dirigées vers le 
haut. L'équation de la^urfiice capillaire sera l'équation (i)du n^ 122, 
dans laquelle on fera é =3 o ; et si l'on suppose le rajon du tube très 
petit par rapport k la constante a, relative à la matière du liquide, 
la valeur de Ç pourra s'exprimer par la série convergeflte du n* i a? ; 
d'où l'on conclut, sans aucun calcul , qu'en négligeant les termes di-* 
visés par a*, cette quantité Ç sera la même q^e si la surface du li- 
quide était une surface de révolution qui eut pour axe celui du cy- 
lindre, et qu'en même temps la constante a* fut remplacée par 



a» 



. Il résulte de là que si Ton fait 



a* 



C08 



cos d 

on aura la valeur approchée de Ç en fonction de f , en mettant 
à la place de a* dans les formules du n* 54^ et négligeant les 

termes divisés par a* ; ce qui donne 

où Ton représente par a le rayon du tube, et par b le cosinus de l'angle 
que nous avons désigné précédemment par o), et où l'on regardera 
les radicaux comme des quantités positives. En substituant cette 
valeur de Ç dans celle de z , on aura l'élévation de la surface ca- 
pillaire au-dessus du niveau du liquide; et l'on voit qu'il n'y aura 
que le premier terme de la valeur de z qui sera indépendant dé 
l'angle 6. 

Dans le cas le plus ordinaire, où^^le tube est mouillé dans toute 
sa longueur par le bquide , et où Ton a oi = ^ , cette valeur de z est 



•> ;s==l'+^îL5?L«_VÏ?Zr?^osfl + «s^^ 



Si Ton appelle h l'ordonnée du point le plus bas de la surface du 
liquide, et quL%n fasse 



dz dz 

5;. = ®' Â=*»' 
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pour déterminer les valeurs correspondantes de u et i^, on trouve 

çs=zo^ u = — asm H, n = a -| ^—. 

et 3 

• 

A raison de ce dernier terme, la hauteur h diminue donc un peu 
quand l'angle â augmente , c'est-à-dire quand l'axe du tube s'écarte 
de la direction verticale. Les observations de ce genre sont assez 
précises pour rendre sensible cette diminution. Quant au volume du 
liquide contenu dans le tube au-dessus de son niveM extérieur, il 
augmente avec l'indinaison, et suit la raison inverse du co^us de 
cet angle, d'après ce qu^on a vu dans le n* 36. 



•f 



4. 
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CHAPITRE VIL 

Notes et Additions. 

(128). Quoique les principes sur lesquels est fondée la théorie qui 
fait l'objet de cet ouvrage différent essentiellement de ceux de la 
Mécanique céleste^ cependant nous avons obtenu des équations de la 
même forme que celles que Laplace a données, soit pour la surface ca* 
pillaire, soit pour son contour tracé à des distances des parois du tube, 
insensibles , mais plus grandes que le rayon d'activité moléculaire. A 
la vérité 9 nous n'avons pas trouvé les mêmes expressions en intégrales 
définies , des constantes spéciales que ces équations renferment ; mais 
il n'en peut résulter aucune différence dans les conséquences qui s'en 
déduisent , parce que les lois des forces moléculaires n'étant pas con- 
nues , on ne saurait calculer, à priori^ les valeurs numériques de ces 
constantes qui ne peuvent être données que par l'observation. Il n'en 
est pas de même à l'égard de la pression exercée par un liquide sur 
la surfiaice d'un corps solide, contre lequel il s'appuie, ou, plus exac- 
tement, sur une surface tracée à distance insensible de celle de ce 
corps. J'ai calculé directement la pression verticale sur un corps 
plongé en. partie dans un liquide, que l'on s'était contenté, jus- 
qu'ici, de conclure d'une considération indirecte, mais exacte (n"" 83). 
JTai calculé de même la pression horizontale ; mais la valeur que 
l'ai obtenue ne s'accorde pas avec celle que Laplace avait don- 
née (n® 85). D'après celle-ci, ta pression horizontale serait diffé- 
rente sur les deux faces parallèles d'une lame verticale, d'une très 
grande largeur, lorsqtTune de ces faces* est mouillée, dans toute sa 
hauteur, par le liquide, et que l'autre ne l'est pas, ou, générale- 
ment, lorsqu'elles ne sont point l'une et l'autre de la même na- 
ture. Il résulterait de cette différence de pression, qu'un corps isolé, 
flottant à la surface indéfinie d'un liquide , y pourrait prendre un 
mouvement horizontal et perpétuel, qui serait dû à l'action mu- 
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taelle des points du liquide et des points du cprpp ; oe qai piarak 
difficile à admettre, quoique, dans ce mouveinei]^ , le .centre de 
gravité du système entier ne soit pas déplacé»! Je trouve cette re* 
marque dans une lettre que Th. Young m'ayai^ iécrile^ il y a. plu- 
sieurs années. Il en £iisait une objeclion, sur laquelle il insistait 
beaucoup, contre la théorie de Laplace; mais elle .n'aurait pas lieu 
contre la nôtre; car d'après la formule du n* 85, rebtive à la pres- 
sion horizontale, cette force est la même sur les deux hces d'une 
lame isolée, soit qu'elles soient de même nature j oit. de uature^^dif^ 
férente (n^ 96), et, conséquemmaiit , ce corps ne pjaut prendre a|i- 
cun mouvement de translation à la surface du liquide. Quand il y 
a deux lames verticales et parallèles qui flottent 4 ceftte surfiace, et 
sont peu éloignées l'une de l'autre , la force qui tend k les rappro- 
cher ou à les éloigner davantage ne dépend que; 4e Fétat de leurs 
faces internes; elle est toujours attractive quand ces deux faces sont 
de la même nature : lorsqu'elles sont de nature différente,. c'^t-à-dire 
lorsque le liquide s'élève le long de l'une et s'abaisse le long de 
l'autre, j'ai £iit voir qu'il peut prendre deux figures. distinctes d'équi» 
libre, et que, pour l'une, la force dont il s'agit est répulsive à tonte 
distance, tandis, que pour l'autre, elle devient attractive quand la 
distance est tombée au<-dessous d'une certaine lûnâte. Ce second état 
d'équilibre fojamit la véritable explication du phénomène observé par 
Haiiy sur une lame d'ivoire et une lame de talc laminaire (n* loo). 
Dans aucun cas, une ou plusieurs lames flottantes ne pourront être 
ttansportées toutes d'un même côté. 

On a vu. que je m'écarte aussi delà Mécamçue céleste, en ce qui 
concerne l'explication des phénomènes qui ont' lien quand le liquide 
atteint l'extrémité supérieure du tube. La démonstratioD que La- 
place avait donnée de l'invariabilité de l'angle compris entre les nor- 
males à la surface du liquide et à celle du tube, menées par chaque 
point situé à une distance insensible de leur commune intersectioo , 
n'a pas paru satisfaisante; et M. Gauss en a donné pm autre très 
élégante, et qui ne laisse rien à. désirer, lof'squ'bn fût abstraction 
de la variation de densité du liquide, près de sa suriaoe et près de 
celle du tube. En ayant égard à cette variation, dont la loi est in- 
connue , j'ai démontré \^ même proposition , dans le diapitre III , 
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4*0^ minière: ^^ |« crois , ne peut Idssar aucuA doi|te# Vimi^^ 
fiiibiUtë de Faii^ des deux normales^ que j*ai appelé m, exig^ ttO- 
jeidefit que le tonrliNara dit tabe ne soit pas extréisiemeat, graiide, 
tMi ^ autrement dtt , qne ao^ rayon Mculatear ne soit pas inseosiMe 
M du tnèkne ev^i^ que k râjren^ d'activité iitoléculairek Cependant » 
'Lapket supposait qae'^xret angle, change. de grandeor, lorsque le. U^ 
tfoide atteMt fextpemité du tube; ce qui est inadmissible; car l'arèCe 
qtii termine la surfiice intérieure dû tube .'a toujours un rayon m^ 
iMlipavablenlenl plus grand que le rayon d'activité des abolécules. 
Maîsfangl^ qui entre tUAis les formules relatives à f élév>^tioti et k 
la côtirbturede lu surface du liquide j est celui que £ût la nonnale 
è eet!^ surfilée *sfeè un i^an horlaontal^ lequel* angle est égal à ce, 
angËMtité d^ukisfutrei- angle i compris entre la normale k la suHace 
'ûà tulïe ef ce dernier plan. Or, Tangle t variant le long de l'arête 
iAte: tubè> il en iNisulle que quand le liquide a atteint cette arête, 
^urbure^de k audace du liquide et l'élévation de son sommet 
aussi varier, conformément à robservation , sans que l'angle 
ék^'êptànv^ aûcuv dN^gement. La considération de cet angle t est 
^^eiiieut indispensable» lorsquVxi veut déCsrmîner le poids néces- 
Mir& pOfur détacha un disque solide delà surface d'un liquide. Tune 
éf^ questions les plus rotèressantas de cette théorie , que l'on n'avait 
pÊè, cè tue semUe, considérée sous son véritaUe point de vue. En 
efflrt, le disque et le liquide étant soulevé»: graduellement par un 
poids qui croit par peti^ parties, ce poids et: la. hauteur corres- 
pondante du liquide sont, à chaque instant, des fonctions de l'angle i 
Mi représente^ ÎHnolîi^iMSOtt de 'la normale' ji la sur&ce ^ l'arête du 
'dlM}Ue sur un plan botisontal; c'est lorsque ces fonctions atteignent 
iKiur mtfxi/Mmm par rapport à i, que le disque ^e détache du liquide ; 
iU'il en résulte* 1^^ cevidilion d'après laqndlè on détermine la grau- 
âtlttih dtt :pôids: pvopré' à opérer la bépâmtioh du disque et du li«- 

^ifinflny'indépendamnleMt de* ecs dinsidéraibioue délicates j, qui ont 
^pour 'Objet d»^ rectifia /en .plusieurs pnnts, U théorie de l'actioucà* 
^lltfilt/«t des principes no^veaui; sur lesquels^ j'ai proposé de Téta^ 
idtr) kcbapitwpreeedknCrenfetmeleB8plutions.de deui pnoblèîhes 
étiki o«]M> s'était peint encbfU:aoçupé% L'up se tapporté ji la figure 
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d'un liquide yersé sur un liquide plud posant ; ratltVé est rebfif i 
l'adhésion d'un cylindre capillaire à un liquide, question anali^M^ 
à celle de Tadhésion d'un disque , d'une grande laifieut', lUais qui se 
résout par une analyse toute différente. 

On titMivera dans les notes suivantes ^elques âétd<ii[]^péfHens ^ftA 
in'ont paru utiles, et des expériences que Fou Â*à oomnittiâqilééS paUM 
dant l'impression de cet ouyrage. 



•r»m 



§ I*'. Constitution intime des. corps, et particulAremmU de^ JUddeêi 

, nature iks Jbrces moléculaires^ 

i 
f 

(139). Les corps sont formés de molécules diigoinln, c!^est-4»*diM 
de portions de naatière pondérable, d'une grandeur insensiMe, s^- 
rées par des espaces yide^, ou des pores, dont les dioieiisions sont 
aussi imperceptibles à nos sens* Indépendatnmeiit ée la matière po|^ 
dérable qu'elle renferme , on suppose que chaque molécule coatieutTy 
en outre, une quantité variable d'une substance impondérable, oui dent 
le jKÀàs ne peut être rendu senfiiUe, que Fou a[qpdle la eahrùpwytk 
qui est le principe de la chaleur. 

Toutes les parties de la matière sont soùmîser à deux aortes d'aetiona 
mutuelles. L'une de ces forces est attoactive, indépendaBle dé la Datursr 
des corps ou de leurs molécules, proporliounelle au pradnil des masses, 
et en raison inverse dili carré des distances ; die sf étend iddéfinimeni 
dans l'espace, et produit la pesanteur universelle et tous lea pbéno^ 
mènes qui sont du ressort de la mécanique céleste* L'autre est en pstt^ 
tie attractive et en partie répulsive ; elle dépend de la nature des moh» 
lécules et de leur quantité dé calorique. On attribue la partie attraetive 
à la matière pondérable, et la partie répulsive mi calorique f et, im 
effet, œlle-ci change d'intensité, quoique le poids des aaolëeiiles nfait 
pas changé. L'excès de l'une sur Tautrë est t» ifûLum aj^iellé propM^ 
ment la force moléculaire. Elle tend à nq>pradier ou k éeftrter lek 
molécules, selon que l'action de la matièrB poiidéridble est [dus grandie 
ou moindre que l'action calorifique. Soka intensité 4éQM>ll tria rhpide^ 
mqnt quand U distauoe^ des mdlabula» eagusnto^ ot ikrviant tdttl^ 
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à- fait insensible,': dès que cette distance a acquis une grandeur 



sensible. i^ .j,, 



La résultan^p des forces moléculaires dans ^ laquelle la repidsion du 
calorique est généralement prépondérante, produit la pression- des 
fluides .sur eu:i-Bi^es et sur les. corps solides, et la résistance que 
ce^ corps, oj^pseatauji^ fluides. Tous lés phénomènes de la capillarité 
dérivant aussi des forces moléculaires ; mais ils répondent à une par- 
tie de leur résultante, difierente de la pression, et dans laquelle, 
au contraire , c'est toujours l'attraction qui prédomine. Cette |M8irtie 
de la résultante dépend, comme on l'a vu dans cet ouvrage, de la 
figiire du UqilSde éf de la variation rapide de densité qu'il éprouve 
près de sa surface et près de celle du corps Mntre lequel il s'ap* 
puie. L'agrégation des différentes parties dans les corps solides et la 
forme régulière des' corps cristallisés sont dues à la portion de la 
force moléculaire qui dépend de la formé et dé la situation rela- 
tive des molécalesl Cette- force tout entière , modifiée par l'état 
âfctrique des molécules J est la cause générale des affinités cbi* 
miques. 

.1 Indépendamment de la pesanteur universelle et de la force molé- 
culaire, telle qu'on vient de la définir, il existe dans la nature des 
forces particulières, savoir, les actions électriques ou magnétiques, 
et, piQuut-<étre d'autres énccHre« Ces forces sont attractives ou répulsives , 
et .suivent/, comme l'attraction nevrtonienne , la raison inverse du 
carré- des disianeea^ Cette foi est prouvée par les expériences directes 
de Coulomb et par Taccord qui existe entre l'observation et le calcul 
fondé sur cette même loi , relativement à la distribution du fluide 
électrique ou magnétique, déterminée par l'expérience ou par l'ana- 
lyse, nuthématique. Il y a donc lieu de croire que, soit pour les subs- 
tiMEioes impondérables, soit pour les parties des corps dont le poids 
^ ^sy>leyiil faWxisteque deux loisilifierentes de décroissement des 
f<Mrçes^iiatureUes^t Tvno.en raison inverse du carré des distances, 
r^aui^fSuiiraift^.'niie icmclîbtt qui n*a de valeurs sensibles que pour 
des distancée insensibles. De plus , pour toutes ces forces , la réac^ 
tîdip,;il>u»é^nioléëhlè 'sur. une I autre est toujours égale et contraire 
àJl'itQltorfidet<ia>^êeè(Hide melécule sûr ia première. On doit ad- 
rpidndpefcoaiine une loi «universelle de lu lîaM^, que 
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personne ne conteste , mais qu*il ne serait pas possible de démon- 
trer par le simple raisonnement; car il n'y a^ à priori j aucune 
raison pour qu'une pcHlion de la matière ne puisse pas être atti- 
rée ou repoussée par une autre , sans que la première attire ou re- 
pousse paiement la seconde. 

Ainsi y tons les mouvemens que nous observons , nous devons les 
attribuer à des forces d'attraction ou de répulsion, pour lesquelles 
l'action est égale à la réaction , et qui varient avec les distances , sui- 
vant une des deux lois précédentes. Les vibrations des corps élas- 
tiques et la communication du mouvement, soit par le choc, soit par 
la pression , résultent de la force qui n'est sensible qu'à des distancés 
insensibles, c'est-à-dire de la force pioléculaire. Nous ignorons si les 
mouvemens volontaires sont dus à cette cause, ou bien à une force 
analogue à celle qui émane de l'électricité en repos ou en mouve- 
ment, ou même tout*à-fait identique; nous ignorons de même corn- 
nient la volonté met les différentes parties dHm muscle dans un état 
d'attraction ou de répulsion i^^i^e : mais quaittl ee muscle s'étend 
ou se replie , nous pouvons mâmer que ce moutedafent est dû k des 
forces variables avec la distance , et soumises à la loi de l'action égale 
à la réaction; car, sans cette- dernière condition, les animaux au- 
raient la faculté de déplacer leini(ceiitre de gravité sans le secours d'un 
appui extérieur et d'aucune forer^^hAingère. 

(iSo). 11 importe au progrès ^âes sciences que la Mécanique ra- 
tionnelle ne soit plus maintenant une science abstraite, fondée sur 
des définitions relatives à un état imaginaire des corps. Les lois de 
l'équilibre et du mouvement des différentes sortes de corps doivent 
être déduites de la considération des forces moléculaires; et c'est, 
en effet , ce que je me suis proposé dans mon Mémoire sur VÉqulr 
libre et le Mouvement des Corps élastiques et des fluides, qui &it 
partie du ao* cahier de l'École Fid/technique. Mais pour appliquer 
à ces forces l'analjse matbématîque/llis notions générales qu'on vient 
de rappeler seraient insuffisantes, et il est nécessaire d'entrer, à ce su- 
jet , dans des détaik plus précis. 

Les molécules des corps sont si petites et si rapprochées les unes 
des antres, qu'une portion d'un corps qui en renferme plusieurs mj-< 
, peut encore être supposée extrêmement petite, et la grandeur 



de MO Tolaine inseuflUe» Cda étant, si d'un pmnt M coaam eentre 
et d'ao rajon insenôU^^ on décrit ime ^ère dans l'hitérieor (hm 
oofpê, €jm compremit on nombre extrêmement grand de ses molé- 
cules; si Ton désigne par fê la somme de ses masses, par p son to* 
Imne , et qu'on fisisse 

■ 

os rapport . p JBSt ce qu'en appelle la densité du corps au point M, 
quelle que soit d'ailleuia Tînégalité de masse des molécules et leur 
diitribution régulièie oo irrégulièffe dans l'étaidne de v. De même , 
eft daignant par n le nombre de molécules que p renfefme, et 
fiâiaiit 

cetjke ligne s» de grandeur insensible, est ce que j'ai appelé Tm*- 
ÉetvaiU^ nuyten det molécules qui répond au point M et à la den^ 

«ÎM p. 

Soient 19^ et m' les masses de deux molécules voisines, c et c' 
leurs quantités de calorique, M et M' leurs centres de gravité, 
et r la distance MM' ; et considérons l'action mutuelle de ces deux 
niplécules* Supposons d'abord leurs dimensions très petites par rap- 
port à l'intervalle qui les. sépare. L'action dont il. s'agit se réduira 
alors à une force ui^que ^ dirigée suivant la droite MMV et dont l'in- 
tensité sera une fonction de r, que nous représenterons par R; en 
même temps, leur répulsion mutuelle sera proportionnelle au pro- 
duit de c et c\ et leur attraction au produit de m et m\ En con- 
sidérant la force R comme positive ou comme négative, selon qu'elle 
tendra k augmenter ou à diminer la distance r, sa valeur sera l'excès 
de la répulsion sur l'attraction ^ et ai l'oa suppose que l'attraction 
réciproque de la matière pondérable et du calorique , qui retient 
celui-ci dans chaque molécule» s'étend aurdebocs, il. faudra retraur 
cher de cet expès l!attraction du calorique atta/ché. k m' sur la mat- 
tière de m , et celle de la matière de m! sur le calorique att&hé à 
m^ lesqjuellea Incc^ seront pmportionnellea^ la pusmièi» au. pra^it 
mc\ et la sefioode à vifc^ 6ie. ce^tft xtoMàcm.,, k vakW'Complète de 
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les coeffiaeDS y, et, Çf h, étant da» qnantiteg poatiTes. Le premier 
sera indépendant de la nature de m et de celle de m', le second dé- 
pendra de Tune et de lautre, le troisième ne dépendra qne de la na-* 
tnre de m ^ et le quatrième de celle de m^ 

Eu réunissant ces trois derniers termes en un senl^ on pourra écrire 
la valeur de R sous la forme : 

R=Fr — /r. 

Chacune des deux fonctions Fr et fr n'aura que des yalenrs positives; 
et si Ton fait abstraction de l'attraction en raison inverse du carré des 
distances, qui n'a aucune influence sensible sur les {diénomènes dé- 
pendans de la force moléculaire proprement dite, ces valeurs décroi- 
tront très rapidement et sans alternative , à mesure que la variable r 
augmentera^ et elles deviendront insensibles pour toute valeur sen- 
tie de r« Pour une certaine valeur de eette distance, on pourra 
avoir Fr^szfr et R = o ; le signe de R sem différent en^deçà et au* 
delà , soit que la répulsion Fr l'emporte d^âbood sur l'attraction fr, 
soit que le contraire ait lieu à l'égard de ces deux forces. 

Lorsque les deux molécules m et m' ne seront pas asses éloignées 
l'une de l'autre pour que leur forme n'ait aocune influence sur leur 
action mutuelle, cette acti^m ne sera plus dirigée nécessairement 
suivant la droite MM', et il pourra même arriver qu'elle ne se ré- 
duise pas à une seule force. Ses composantes seront toujours des 
fonctions de r, qui n'auront de valeurs sensibles que pour les va*» 
leurs insensibles de cette variable; mais elles dépendront » en outre, 
des angles qui déterminent la direction de la droite MM' par rap- 
port à des sections déterminées de m et m' ; en sorte qu'elles va- 
rierool, si l'une des molécules vient k tourner autour de l'autre, 
ou sur elle-même, sans que la distanœ r de leurs centres de gra- 
vitent changé. Ce Cas général est celui des corps sc^es; le cas 
particulier, dans lequel l'action moléculaire se réduit à la fonce R, 
a lieu dans les fluides ; ce qui peut provenir de la distance de leurs 
molécules^ qui serait plus grande que dans les solides , ou de ce 
qu'elles s'écaiteraietit moins de la forme sphérique. 
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Pour former les equatioos.de. rééquilibre des corps solides et des li- 
quides » il n'est pas nécessaire de ca^uler la force totale qui .agit sur 
une molécule isolée. Ces 'léqtiattOhs et les pressions intérieures ne 
dépendent que de la résultante des actions qui ont lieu entre deux 
parties du corps , de grandeur insensible , mais qui comprennent , 
Tune et l'autre , un nombre extrêmement grand de molécules ; leur 
distribution, dans chacune des deut parties du corps, nous est en- 
tièrement inconnue; et il y a lieu de croire > qu'elle n*affecte aucune 
sorte de régularité, soit dans un fluide, soit dans un solide non 
cristallisé et qui n*est pas comprimé , par des forces étrangères r^ 
dans un sens plutôt que dans un autre; mais, si l'on suppose que 
la sphère d'actiyité da chaque molécule, quoique son rajon soit in- 
sensible, s'étende néanmoins à un nombre extrêmement grand des 
molécules circonyoisines, la r&uhatite dont il est question sera une 
fonction de Tintervalle moyen e , déterminée et indépendante des 
irrégularités de leur distribution. C'est sur cette hypothèse <^'est 
fondé essentiellement le calcul des forces moléculaires; on peut Tad- 
mêttre comme étant conforme à la nature , et l'on y est conduit en 
tonsidérant rinflueirae des masses dans les phénomènes qui sont du 
ressort de la Chimie. Dans le cas d'un corps solide comprimé par 
des forces étrangères, dont il ne s'agit pas dans cet ouvrage, l'ac- 
tion d'une partie du corps sur une autre dépend , en grandeur et 
en direction, du sens de la compression, et dans le cas d'un corps 
cristallisé , elle dépend aussi de la supposition qu'on fait sur la. dis- 
position respective des molécules et sur la direction des forces qui 
émanent de chaque molécule. 

La force R ^ relative à l'action de deux molécules isolées m et mf, 
est une quantité insensible ; mais on peut concevoir deux masses de 
grandeur quelconque et d'un même volume qui sera pris pour unité, 
dont l'une aurait la densité f du corps autour de m, et l'autre la densité 
/ autour de m\ et qui seraient telles, que toutes les molécules de l'une 
agissent , par hypothèse , sur toutes les molécules de l'autre, suivant 
des directions parallèles y^t avec la même intensité que m agit sur m'. 
L'action totale de l'une de ceS'qaasflfes sur l'autre serti une force équi- 
valente à un poids cfonnéy et ^Ue exprimera la mesui^e de la force 
moléculaire, rapportée aux unités de volume et relative À la distance r. 
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à rendrait du corps où se trouveot les molécules m et m'. Si Ton dër 
signe par ^ cette mesure , ^ sera une fonction de r, insensible pour 
toute valeur sensible de r, proportionnelle au produit des nombres 
de molécules contenues dans les deux unités de volume, ou , ce qui est 
la même chose , au produit pp', et dépendante en outre » dans les 
corps hétérogènes, des coordonnées de m et de m\ Près de la surfrce 
de séparation de deux liqujides, ou d un liquide en contact avec un 
solide, cette quantité 9 variera très rapidement , non-seulement par 
rapport à r, mais aussi par rapport à la distance à cette surface, par 
suite de la variation rapide que la densité éprouve dans l'épaisseur de 
la couche superficielle. Le produit de 9 et d'une puissance positive de 
r sera partout insensible , en même temps que p , pour toute valeur 
sensible de r; la somme des valeurs de ce produit, ou bien une 
intégrale, telle que/r^^drj par exemple, prise, entre des limites de 
grandeur sensible, sera également insensible. Si donc on doit prendre 
cette intégrale depuis zéro, ou une valeur insensible de r, jusqu'à 
une valeur sensible ou seulement plus grande que le rayon d'acti- 
Tité moléculairo , il sera permb,. sans aucune erreur appréciable , 
d'étendre cette même intégrale jusqu'à une valeur de r aussi grande 
que Ton voudra, et même jusqu'à r = oo. Cest.pour cette raison 
que les résultaotes des forces moléculaires sont indépendantes de la 
grandeur du rayon d'activité des molécules , qui ne saurait être 
fixé d'une manière pr^rise , et dont on sait seulement qu'il est in-* 
sensible. 

En calculant ces résultantes , j ai supposé que toutes les (orom , 
attractives ou répulsives, qui agissent sur chaque molécule, éma- 
nent des autres molécules comprises dans sa sphère d'activité, et je 
n'ai point eu égard à Taction du calorique qui se trouve actuelle- 
meut dans les pores sous fonne rajonnanta/ L'expér^nce prouve p 
en efiet, que la portion de calorique qui se meut dans le vide est 
extrêmement petite par ra|^rt à celle qui est attachée aux parties 
pondérables des corps et qui entre dans la composition de leurs mo- 
lécules ; car si Ton réduit ou si l'on augmente subitement un espace 
dans lequel on a fait le vide aussi exactement qu'il est possîhle, 00 
n'observe aucune variation de chaleur, ni dans cet espace, ni dans 
les corps environnaos^ contrairement à oe qui arrive dès que et 
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m^e espace ôynfieAt' lïll «ht soît flMi' d*âit« ou d'uM gëis ()liel- 
oonqnéi 

(>f9l). La pbrfeite nfitobilitë dé^ fhiidUk eM dé (fùf Fâ diMtdglie' <S^ 
oorps« solides ; il éih féstihe' titie' ]^priién$' sj^ëdâ^Ié dbsf fhridé^ y sur 
Iscfuelle' sont fondées tes ëq^k^éons de letii' équilibre^ éf qui' d^Hyie' 
de» lir naMi^ d^ «ctions- i^ï^hittielles de létirs tnoiécûtes. Pdiii' e^l^ 
quer, we^ j^ëdsion, érf quoi dôrisiste" ceTfe^ pit^prfëtë, if ÎMi ttîvci'^ 
parer les effets dé' la eotti>pi*tesisn6ir dans' léâ c6rp&' ëolidès et d»M les^ 
fluides'^ 

fjOfMpM te^foitee d'un- éèi^^s Solide é^ changée, et que ses àièVé- 
crileS'Smif dépl'âcëéli pâi^ dé^ fofcéi^ queKibnqire^ , àgissanf dans sôtl in- 
târtëuf <Mi iP sa stf^faee , touii \t^^\^Xè màtéiièlk' qtfi étaient prhmfi- 
veittent ^iliiéS sut "Mre même* droite , d^nrtfe Ibng'éûr insensible', sont 
étîcdré en Irghe drbite apV^ lëursr défilàcerMeiis. Si M et M' sonê \t^ 
<)ehtfed dé'igra^^é de deux Mtllëcûtes eltt^éniéMértt rapprochées l'une 
dte^'l'stutrey la! dM>i(e^ IHM' rencontre la mêitii^ série de irToIëéuiles dans 
leftidetix ët4t9 stfcCëfti& d!àf ôôrps; par c6tf^u«IM, ràfûgttieritation ou 
If âlaivuiiticm de lénguetîr qu'éUe subit , ebnhparéê à sa lôngti eIftV pf i* 
mfhiiret fâfit connaître la dilatation ott la Cbtitrâcfion -du co^i^ps sùi- 
tBttt )a direction MM • H ai^e , étr génëiiatl , que là contra^fion , 
pèsvéive ou nëgati*tie, è^ différente^ eu difféfeâHs sens auWur d'un 
niéfne^ pOMit M>^ et qu'ity a «hème dilatation* dans^^ uri sehs et con-^ 
traction dans une autre direction. 

La même chose n'a pas Heu' relativement aux fluides. Lors^ftf^ les 
moléorfies d'un ilàide hoftmgène ou héfërogènè' sonft^ sollicitées par 
des forcer données y ottf qu'une prés^on^^^ pltf^ <m vàwA^ grâfrtdèy est 
es^eltrae à sa 8tirfe<^> il se ébAprîtinfe m se ^laté égaléttuént eti tous 
seriii arinour de chacun de se& points. Une dMité MM', aussi petite 
qu'on voudra' y quî jdi6t détHi points du fh!i>rdfe, iië rericottttie pltts 
1)98 mémea molëctAes ayant et aprè'^ l'applicatiëti^ dé ce$ Tch^ees. Une 
partie de» moiëètdèlB cfu'ellèf trâvéraait d'abdrd tbstè' siûir éette droite; 
uM auU<e partie 4^tè é(?tfne dé di^érens côtés i et d'autres tholéctrtes 
Tiennent fi^y rangih^ : d'où il ràiulte qàe le t^iMÙfTèiés^itoent ou l'allôn^ 
liment de ta droite MM^^ de pwt plus faire côdéallire là c^onf faction ou 
bi dilatation dn Aoridè'^tÉiivMt dài £ttié<itieA , «f tffint est liiéttie po^Mé 
^e k fluidhe climge dé forAéy Atosf'^to-il y aM dilMàtibn «il (ton- 
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traction dans aucune de ses parties, ce qui n'a ^mais iieu à l'égard! 
des corps soUdes. Api^èsles 4^place^iens c}e.^es>ni)9]éc!Mt^s.9 un.fluidp 
se trouve donc constitué autour. de chaque pojit M» tcomme il rétaîl 
auparavant.; .et l'on doit se i:eprésenter:le^,iTiplj$wJ.es situiées dans :1a 
sphère d'i^ctivitéde Mi comme un.sjrstème <{ji)i res^e toujo^i» semblable 
k lui-nienie,iet;qui est seulexpept construit. sur i|ne;plus:p4tke)Qu>tiir 
* une plus gjçande échelle^ en considérant toutefois ce système idans 
son état moyen ^abstraction faite.des irrégulari^éf^ di^^a distdbutionidea 
molécules dont il est composé. D'un point A|l ^ ,u« autre » »la 100a* 
tractionu)u la dilatation ég^le.^n tous.seift» («t .par Duite Tinteimlle 
moyen e qt là densité p., varient d*^illeurs suivant des lois .dépcor 
dantes des forces données qui agissent sur ies moléG^loSy et aussi 
de la nature du fl^ide , ^uand il u'est pas booiog^ne. 

Cette propriété , caractéristique dcis fluides.de .se .contracter ouide 
se dilater également en tous sens,, ^t de se reconstituer toujours -.seM» 
blablenient à ei^x-^mémes autour de (Cb^que poiati 'peut être lattnir 
buée à la parfaite mobilité-de lejurs mplécule^f (résultant. de ce.qu'«Ues 
sont à peu près - sphériques^ . on assez éloigqj^f» ,Iqs lUnes ides auto^ 
pour que. leur forme naît aucune influence .fensible sur leur aetioa 
mutuelle. On conçoit, en efiet, que dans cette hypothèse.» si Ifoo 
exerce .une pression quelconque à la surface d'un fluide » il ne pourra 
pas arriver qu'il se contracte inégalement en d^ sens diflerens ; «car 
il ny aurait aucune cause particulière qui pût ^retenir les . moléeuloi 
dans les dirqcMpi^ où elles seraient le plu3(r!9i99errées;.et*si.def leen* 
tractions inégales avaieqt lieu, ce ne pounT^it ét^ qulun .état d'équir 
Ubre instable, qu'çn doit regarder cpmme physiquement impotsiUe. 
Au contraire, ai le fluide est d*abord dans ffii é|at ^d'équilibre subua^ 
tant, et qu'on y applique de nouvelles forces. quelconques, le^seeood 
état d'équilibre auquel il parviendra pour obéir i.cas forqes seraatafale 
oominie Tétat primitif, si le nouvel arrangement de ses molécules- mi- 
UHir de chaque point est senablabl^ à celui qui avait lieu anparaitaol. 
Dans les corps. solides, cristallisés ou nQp,'}a cause particulière^quî 
retieut les noolécdka apr les directions où, elles sont plpis ou rooiaa 
resserrées., ue peqt étxe que la partie de Icmr action mutuelle qui dé^- 
pend de leurs forma et de leurs positious.relatiives; eu sorte quetcette 
partie, de i)a focçe oiqlécffl^^re est, comme/fio l'A.dît plus haot^ ')• 
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cause de la soliditë ou de la cristallisation. Si Ton écarte les molécules 
par une addition de calorique , cette force secondaire diminue^ en gé- 
néral y plus rapideiiiellt que lautre partie de leur action mutuelle ; 
son effet peut devei^ir insensible, et le corps passe alors à l'état fluide. 
La viscosité est un état intermédiaire entre la solidité et la parfaite 
fluidité y^dans lequel la force secondaire dont il s'agit existe à un 
moindre degré que dans un solide^ et empêche plus ou moins les' 
liquides de se contracter ' ou de se dilater également en tous sens, 
autour de* chaque point. 

De ces diverses considTérations , on conclut que la forée R du 
numéro précédent, indépendante de sa propre direction, convient 
exclusivement aux fluides élastiques et aux liquides dépourvus de 
toute viscosité. X^ théorie exposée dans cet ouvrage étant fondée 
sur l'hypothèse d'une force moléculaire de cette nature , il s'ensuit 
qu'elle ne s'applique rigoureusement qu'aux liquides qui ne sont au- 
cunement visqueux. Les applications que nous avons faites à diffé- 
rens liquidés, des formules déduites de cette théorie, supposent donc 
qu'ils n*ont qu'un faible degré de viscosité ; ce qui se trouve con- 
firmé par le peu de différence qui existe, en général, entre les ré- 
sultats du calcul et ceux de l'expérience. 

Observons enfin que quand une pression extérieure ou d'autres 
forces données sont appliquées à un fluide et déplacent ses molécules, 
elles devront toujours employer un certain, intervalle de temps pour 
parvenir, autour de chaque point, à une disposition semblables à leur 
arrangement primitif. Ce temps, (quelque petit qu'on le suppose, peut 
étns très difl^érent dans les differens fluides ; mai% rien ne se faisant 
instantanément, il ne saurait être tout-à-fait nul, lors même qu'il 
s'agit d'un liquide entièrement dénué de viscosité, ou d'un fluide 
aériforme. Il n'influe pas sur l'état d'équilibre qui ne s'observe qu'a- 
près que cet intervalle de temps est écoulé; mais, dans le cas du 
mouvement, la position respective des molécules changeant sans 
cesse, on conçoit que cette* variation continuelle peut être assez ra- 
pide pour qu'elles n'aient pas le temps de revenir, comme dans le 
cas de l'équilibre^^ iiûe disposition'toujours semblable k elle-même : 
il en résulte 'dbnC que dans un 'fluide ëii mouvement, et surtout 
quand les vitesses •relàtiv'es devises itooléclilea sont très grandes > -les 
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dilatations et les condensations que le fluide éprouve ne sont pas 
constamment égales ep tous sens autour de chaque point; circons- 
tance qui rapproche, en quelque sorte, le mouTement des fluides de 
celui des solides élastiques, et rend plus ou moins analogues les vi- 
brations très rapides de ces deux sortes de corps , ainsi que je Fat déjà 
remarqué dans une autre occasion. 



^ II. Carwersion des sommes en intégrales. 

(iSs). Les liquides n'éprouvent que de très petits changemens de 
volume pour de très grandes variations' dans les pressions extérieures 
auxquelles ils sont soumis. D'après* l'ancienne expérience du phy- 
sicien Canton, la dilatation de l'eau, par exemple, n'est que de 
46 millionièmes, pour une diminution de pression égale à la pres- 
sion ordinaire de l'atmosphère; et, dans ces derniers temps, <m a 
trouvé qu'il fallait employer une pression équivalente à environ 
1 1 00 atmosphères , pour diminuer son volume d'à peu près six cen- 
tièmes : le mercure résiste encore beaucoup plus à la compression. 
Il résulte de là que la pression exercée, en vertu de l'action mo- 
léculaire, par une partie d'un liquide sur une partie adjacente, doit 
aussi varier dans un très gi*and rapport , pour de très petites varia» 
tions de l'intervalle moyen des molécules; or, il faut* pour cela 
que les deux forces, attractive et répulsive, dont l'action molécu- 
laire est la difierence, soient extrêmement grandes l'une et l'autre 
par rapport à cette, différence; en sorte que chacune délies aug- 
mentant ou diminuant inégalement d'une très petite partie de son 
intensité, pour ces très petites variations de l'intei^vcA? moyen, leur 
différence se trouve avoir augmenté ou diminué dans un très grand 
rapport. C'est aussi pour cela que la somme qui exprime la pression 
intérieure n'ayant pas une valeur extrêmement grande, une autre 
somme d'où dépendent les effets de la capillarité, et qui s'effectue sur 
un produit contenant un facteur de grandeur insensible, de plus que 
la première, peut néanmoins avoir encore une valeur sensible. 

Les lois de l'attraction des molécules et de la répulsion calorifique 
étant inconnues, on ne peut pas décider, à prioriy si la somme qua- 



iiraple>qai ^xpoime «U pi^efGttîon intérieure ^at rniductiUe k ^une \ 
grale définie; mais ^bovs. ayons ;prou}?é, dans le n^^i^, 4|ne eelte 
duction est âmpossiblei du '.moins à Ifégand de la tpattîe :de jb pma- 
sion .relative 4 une 6urface*.plane, d'après Jes eonditioiig que nM» 
pnession jdoit remplir; ^t; en effet» onspeut iaire-nneiinfiiiité-d'^po^ 
thèses sur les lois de Tattraction et de la»vépnlfiMin*qiiinie j pei mette nt 
pas de remplacer les sommes relatives à la différence de ces deux forces 
par des intégrales, quoique, dans ces sommations, les variables crois- 
sent par degrés^extrêmement^petits. 11. s'agit .ici de donnendes exemples 
de cette irréductibilité, en nous bornant , pour plus de simplicité , à 
.des. sommes de fonctions dnne seule variable. 

(i55)). -Soit /pœ une fonction donnée de la varialble..gr. Faisons 
croître x .par des différences constantes dont ia grandeur sera re- 
présentée par € ; supposons que les .valeurs de x s'étendent depuis 
X ^^ .€ jusqu'à or.ss 00 ; et di^gnons par p la ><on(ime des .valeurs 
correspondantes de i^, ou, autrement dit, faisons 

p = ^€ + (P26 -f- ^5€ + ^46 4. etc. ; 

^xdx y divisée par é 

et diminuée de -^o, sera une v,aleur approchée de. la ^sommie pi-elt 

Ton a vu, dans mon Mémoire. wr le '(Calcul numérique des Inté- 
grales demies. (^) , que k différence de ees deux quantités peut 
s'exprimer par une autre 'intégrale définie, 'de sorte que Ton aura 
exactement 

i étant un nombre entier et positif ajiquel. répond la. sonuiie S, tjui 
s étend depuis î= i jusqu'à /= 00 . 

Par le* procédé de l'intégration par partie;, qxï réduira la seconde 
intégrale contenue dans cette formule, en une .série .ordonnée sui- 
vant les puissances paires de ^, dont les cqefficiens renfermeront les 
différentielles impaires de ^o:,, relatives aux.denj^.rTaleurs extrêmes 
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de or. Je rapposeirti que cette fonctioii et tou9 ses eoeflineiis diffé» 
rentiels s'évanouissent à la limite x ;s= co; ef en repiirésenftiit par 

9f P'f ?''f etc. , !es yaleors de <px, ^ , ^^» ^^^* 9 ^* ré^ndfent à 
X := o , il en résultera 

/i = i f\xdx — i ^ — M^' -1-^6»^"' — aVç" + etc. , (2) 

•è Ton a fiiti pour abréger, 

Les quantités a, a', a!\ etc., forment une série de Cractîons décrois- 
santes dont on connaît les valeurs exactes, savoir : 

a:^ — , é/ = — , a" s= - — 7- , etc. 
1 a ' 720 ' 30240 

De plus, à quelque ferme que Ton arrête la série (2), le reste qu'il j 
faudra ajouter pour avoir la valeur exacte de p , sera exprinté par une 
intégrale définie, dont la valeur changera généralement d'un terme 
à l'autre, et dont on poum assigner dea Umites qui feront con- 
naître si la série est convergente. Dans le Mémoire dté, j'ai exa- 
miné en détail le cas singulier où le reste est constimt , et ou les 
termes de la série (2) s'évanouissent tous, excepté les deux pre- 
miers; ce qui oblige de recourir à Téquation (1) pour calculer la 
valeur de p. 

Eq général, si l'un prend pour ^ une fonctioa du genre de 
celles qui varient très rapidement et sont insensibles dè^ que la va- 
riable a acquis une grandeur sensible, les quantités (px , ^ -^ , 

d*px - (P^X 1 * Il 

x^ "^zr > ^ d^ * etc., seront toutes du même onlre de gi*andeur; 

pour que la série des produits ^, ^\ é*p'\ é^"\ etc., et, à plus 
forte raison, la série (2), soient très rapidement décroissantes, il 
suffira donc que € s#it très petit, eu égard à l'étendue des valeurs 
sensibles de ^x ; et , dans cette hypothèse , la seconde intégrale que 
contient la formule (i) sera toujours une quantité extrêmement petite 
soit qu'elle se développe en série suivant les puissances de € , soit que 
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ce déyeloppement n'ait pas Heu, à cause que toutes leg quantités 
P'f ^\ ^'"f ®^^* f ^^™* égales à zéro. 

Pour fixer les idées, supposons que x exprime une distance va- 
riable, et que c soit une ligne constante, d'une longueur insensible. 
Prenons, pour premier exemple, 

X 

tpx = ce *; 

c étant une constante donnée , e la base des logarithmes népériens , 
et A une ligne constante, d*une longueur insensible, afin que Féten- 
tendue des valeurs sensibles de ^x soit aussi insensible. En faisant 
g=z6a, et supposant que € soit une fraction extrêmement petite , 
l'équation (2) deviendra 

p== cQ — i +a€ — a'ff» + a"C»— etc.); 

et cette série sera très convergente, Risque ses termes décroîtront 
plus rapidement que les puissances impaires de €. Dans cet exemple , 
la valeur Aepse réduira sensiblement à son premier terme , savoir : 



/'^Ht/o*^^'*^- 



Soit , en second lieu , 



fx=:ce 



x^ 
«• 



a r 



nous aurons ^' = 0, ^'"ssso, 9^ = 0, etc. Ce sera donc un des cas 
où la seconde intégrale contenue dans la formule (i) n'est pas déve-» 
loppable suivant les puissances de c ; mais comme on a 



/e **cos^^ dx = - a\/we 
I a ^ 



9 



l'équation (i) deviendra 



= ^1 G> - V/ï^ + T*""- ye-^^'i-ye-^' - etc.). 
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en faisant — =zy. Or, y étant un très grand nombre dans, l'hjpo- 
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thèse de c très petit par rapport à et, cette série sera extrêmement 
convergente, et tous ses termes, à partir du troisième, seront tout-à- 
&it insensibles. On voit, de plus, qu'on pourra négliger le second 
terme par rapport an premier, et réduire cette valeur de p a 

comme dans le premier exemple. 

Ces deux exemples suffisent pour montrer que quand on suppose 
llntervalle s des valeurs successives de a: extrêmement petit par rap- 
port à rétendue des valeurs sensibles de ^x , la somme p se transfor- 
mera en une intégrale divisée par €, toutes les fois que ^x ne sera 
composé que d'un seul terme, ou de plusieurs termes de même 
signe; mais cela n'aura pas toujours lieu, lorsque cette fonction sera 
composée de deux parties, de signes contraires. Ainsi, dans le cas de 

c, <f, a, a\ étant des constantes positives, on aura 



df 



et quoique - et — soient de très grands nombres , il suffira que les 

coefficiens c et c' soient , a très peu près , en raison inverse de ces 
nombres, pour que la valeur de ^ soit comparable et même très su- 

périeure à celle de - I Çxda:, et, conséquemment , pour que la 

série (a) ne puisse plus se réduire à son premier terme. Si la fonc- 
tion ^a: s'évanouissait avec x, et qu'on eût, par exemple, 

^s=\ce * — c'e vx, 
il en résulterait 

I r'^^^, cet* c'a'* . i 

■ 

et ce serait alors le troisième terme de la série (a) qui deviendrait 
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comparable on supérieur au premier, lorsque les ooefficiens c et c' 

raient à très peu près en raison inverse des carrés de - et — . 

On peut aussi remarquer que si le second oa un autre terme de 
la série (2) devient comparable • ou supérieur au premier, pour une 
certaine fonction ^x, composée de deux parties de signes contraires, 
la même chose n'aura pas lieu à Tégard d^une autre fonction qui aurait 
un facteur x de plus que çx, c'est-à-dire à l'égard de la fonciîoo 
x^x. Je suppose, par exemple, que les coefficiens c et c' soieaten 

raison inverse de - et —, et je prends successivement 

b étant un coei^cient qui pourra être aussi grand qu'on voudra. 
Dans le premier cas , la série (2) se réduira sensiblement à son se- 
cond terme; mais, en même temps, dans le second cas, aucun de 
ses termes ne sera comparable au premier. Je conclus de là, con- 
formément à ce qui a été dit dans le n** i3, que quand la somme 
des valeurs d'une fonction de la nature de ^x n'est pas réductible 
a une intégrale définie , il n'est point à craindra que la tfDmme des 
valeurs de xtpx tombe en même temps dans cS'cas d'exception. 

On parviendrait aux mêmes conséquences, au moyen de la for- 
mula (i), en prenant pour exemples des fonctions composées d'expo- 
nentielles, dont les exposans renferment le carré de la variable. 



§ III. Équations générales de l'équilibre des Jliddes. 

( 1 54 )• Si l'on trace dans l'intérieur d'un fluide une surface qui le 
divise en deux parties, la pression rapportée à l'unitë de surface, de 
l'une des deux parties sur l'autre , en chaque point M de leur surfieice 
de àéparation, sera la résultante de trois fonces rectangulaires N, 
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T, T' ; la première normale et dirigée de dehors en dedans de la parw 
tie qui épronve la pression, et les deux autres tangentielles« D après 
ce qu'on a tu dans le n* ^5, les valeurs de ces trois composantes se* 
ront de la forme : 

N = /, + V, T = g, T=|, 

en désignant par p une quantité indépendante de la courbure de 
la surface et de la direction de son {dan tangent en M, par Y uue 
quantité relative à cette courbure, qui s^évanouit quand la surface 
est un plan , par x ei j les coordonnées du point M parallèles aux 
directions de T et T', et par q une certaine intégrale définie, dont 
la valeur dépendra de la matière et de la densité du fluide au 
point M. La quantité p est une somme quadruple non réductible 
à une intégrale, et dont la valeur se déduira, dans chaque cas, des 
forces données qui agissent sur le fluide. Dans le cas d un liquide 
homogène et soumis à des forces quelconques, la quantité q pourra 
être regardée , ainsi que la densité , comme sensiblement constante , 
ce qui fera évanouir les forces tangentielles T et T'. S'il s'agit d'un 
fluide aériforme d'une matière homogène, et soumis, par exemple, à 
l'action de la pesanteur, sa densité , et par suite la quantité 9, ne varie» 
ront sensiblement que pour des points très éloignés l'un de l'autre, de 
sorte qu'^D pourra encore regarder les forces T et T' comme nulles. 
Dans ces deux cas", la pression sur un plan mené par le point If 
se réduit donc a la force normale p, bquelle est indépendante de 
la direction du plan , et la même , en tous sens , autour du point AL 
Cest en cela que consiste le principe de l'égalité de vpression , que 
Ton emprunte de l'expérience et dont on £aiit ordinairement la base 
de l'Hydrostatique; mais il est évident qu'il n'a lieu que dans les 
fluides homogènes, et seulement lorsqu'on néglige la variation de 
la densité ou de l'intervalle moyen des molécules , produite par les 
forces qui agissent en tous leurs points , pour n'avoir égard qu'aux 
pressions extérieures. Ainsi limité, C^ principe est une conséquence 
immédiate de la propriété qu'ont les fluides de se contracter égale- 
ment en tous sens autour de chaque point , ou de former cons* 
tanunent un système de molécules semblable à lui-même; et, ré- 
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ciproquementy cette propriété des fluides pourrait se conclure imnié^ 
diatement de ce principe, considéré comme une donnée de l'expé- 
rience. En effet, on démontre directement et sans difficulté que, 
selon que la contraction est la même ou qu'elle varie dans différentes 
directions autour d'un point M, la pression est aussi constante ou 
variable, relativement aux différens plans menés par ce point. Il 
en résulte que, d'après l'observation qui termine le n* i3i, le prin- 
cipe de l'égalité de pression n'a pas lieu dans les fluides en mou- 
vement, du moins lorsque leurs molélcules sont animées de très 
grandes vitesses; mais, sur cq point, ^nous renverrons au Mémoire 
cité précédemment (n*" 1 3o) ; et nous ne nous occuperons ici que de 
leur équilibre. 

Les équations de l'équilibre d'un fluide quelconque ne dépendent 
que des forces données qui lui sont appliquées, et de la partie /> de la 
pression , à cause de la propriété très digne de remarque (n* 78) dont 
jouissent l'autre partie Y de la pression normale et les composantes 
tangentieUes T et T'. Si ces forces agissent en tous les points de la 
surface d'une portion A du fluide , prise dans l'intérieur de la masse , 
elles se feront équilibre, sans le secours d'aucune autre force donnée, 
quelle que soit la forme de A, pourvu seulement que ses dimensions 
surpassent le rayon d'activité des molécules, et qu'il n'y ait, en au- 
cun point de sa surface , deux ou plusieurs plans tangens comprenant 
un angle de grandeur finie, en sorte que cette surfieice ne présente 
aucune pointe ou arête vive. ** : 

Cela étant , supposons que les dimensions de A soient insensibles, 
mais plus grandes que le rayon d'activité moléculaire. Soit M un 
point de A qui sera, par exemple, son centre de gravité, et M' un 
point quelconque de sa surface. Appelons r le rayon vecteur MM^, 
dont la grandeur insensible variera d'une manière quelconque avec 
sa direction; et désignons par Xy j^ z, les trois coordonnées rec- 
tangulaires de M, et par x + x', j" -h y, z -f- z', les coordonnées de 
M' rapportées aux mêpies axes. Si la quantité p répond au point M , 
et qu'elle devienne p' au point M', nous aurons 



i^=p+t^fty+p! 
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en négligeant les carrés et les produits de od^ jr\ z'. Par le point M% 
menons , dans l'intérieur de A , une normale à sa surface , et soient 
a^ Q ^y^les angles que sa direction fait avec des parallèles aux axes 
des XfjTfZf menées par le même point. En représentant par oê l'élé- 
ment dijBférentîel de cette surface qui répond au point M^, les compo- 
santes parallèles à ces mêmes axes, de la pression p'<» relative à cet 
élément, seront 

p% cos a , p'eacos € , p'cê cos y. 

Pour avoir les composantes totales de la pression extérieure qui doi-* 
vent faire équilibre aux forces données qui agissent sur A, il faudra 
donc calculer les sommes de 00s trois quantités, étendues à la sur- 
face entière de A. 

Or, supposons, pour fixer les idées, que Taxe des z soit ver* 
tical et dirigé en sens contraire de la pesanteur, et que chaque 
verticale ne rencontre qu'en deux points la surface de A. Circons- 
crivons à cette surface un cylindre vertical, qui la divisera en deux 
parties. L'angle y sera obtus dans la partie supérieure, et aigu dans 
la partie inférieure. Si donc le point M' appartient à la première 
partie , et qu'on désigne par ç la projection horizontale de a» , on 
aura 

c =5 — a cos y. 

Soit, de plus, M| le point de la partie inférieure situé sur la même 
verticale que M', et répondaut, conséquemment , aux mêmes coor- 
données horizontales x' et y. Représentons par ^i , >i , Pi , 2i , ce 
que deviennent ùt, y^ p, 2', relativement à ce point M,. La pro- 
jection horizontale de l'élément 0». sera la même que celle de a> ; 
on aura donc aussi 

c = â), cos y^ ; 

et la somme des composantes verticales de la pression , qui répon- 
dent à ces deux éléméns, sera (p, — P^)^i quantité qui se réduit à 

^ (z, — z') c , en ayant égard à la valeur de p', et observant que celle 

de pt s'en déduit par le changement de ^ en z^. Mais si Ton décom- 
pose le volume entier de A en élémens prismatiques et verticaux ^ 
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et que Fou représente par u le volume du prisme terminé par a# 
et li,, et par l sa longueur M^., on aura 

La quantité précédente deviendra donc — ^ i^ ; et si Ton d&igne par 

if le volume entier de A, on en conclura — ^ ^» pour la compo- 
sante totale des pressions verticales et dirigées de bas en haut. On 
trouvera de même — ^ ^ ®* — ^^9 V^^^ ^^s composantes totales des 
pressions extérieures, suivant les axes des x et des j^ positives. 

Maintenant, soient X , Y, Z, parallèlement aux axes des x, jr, z, 
les forces données et rapportées à Funité de masse qui répondent au 
point M , et qui sont , par exemple , la pesanteur , l'attraction en rai- 
•on inverse du carré des distances qui émane des molécules mêmes 
du fluide , et d'autres attractions ou répulsions , agissant suivant des 
lois quelconques. Soit aussi p la dinsité du liquide en ce point. En 
négligeant les variations de ces quatre quantités dans toute reten- 
due dç A, les forces motrices de cette petite portion du fluide se- 
itn^t pvX, pvY, fvZ ; en les comparant aux pressions extérieures, et 
supprimant le facteur commun i^, on en conclura 

pour l'équilibre de A ; ce qui coïncide avec les équations connues de 
Ylfyûbr}statique. 
On en déduit 

dp = p{Xda: + Yd^ + Zdz), 

pour l'équation qui servira à déterminer l'inconnue p en fonction des 
coordonnées j:, ^, z, du point M. Mais il ne faut pas perdre de vue 
que cette formule ne convient qu'aux points intérieurs du fluide , 
c'est-à-dire aux points situés à une distance de sa surface , plus 
grande que le rayon d'activité moléculaire ; en sorte qu'on n'en doit 
pa^ conclure qu'on ait simfJement dp zss o , pour l'équation de la 
surface libre ou soumise a une ppessioa extérieure ooBBtaote; d*un 
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liquide en équilibre. En vertu de cette équation , U résultante^ des 
forces données X , Y, Z , couperait cette surface à angle droit » en 
tous ses points; mais Téquation complète de la surface d'équilibre 
renferme un second terme (n* 29) ; et , à moins qu'elle ne soit tout- 
a-£ût plane, son plan tangent n'est pas exactement pérpendicolaire 
à la direction de la pesanteur, ou, généralement, à la résultante 
des forces X, Y, Z, qui ne proviennent pas de Faction molécu- 
laire proprement dite. 



§ IV. Dépression du mercure dans le baromètre. 

(i55). On a vu, dans le n® 108, que langle sous lequel la surfiice 
convexe du mercure non oxidé vient couper la sxaAce du verre est 
égal à 45® 3o\ En aj^lant b son oosinus, en a 

b = 0,70091 ; 

on sait aussi qu'en prenant le millimètre pour unité , la constante a* , 
relative à la matière du mercure, est 

a*=Ç,526a; 

il faudra donc emi^oyer ces valeurs pour calculer la dépression du 
mercure à la température de ia®,8, à laquelle elles se rapportent. 

S'il s'agit d'un tube capillaire, on fera usage de la formule (i i) du 
n*" 54 ; et en désignant par cT la dépression du mercure, rapportée av 
point le plus élevé de sa surface , on aura 

J^= ^^ - (o, 195a) • 4- (0,0559) •* î (0 

a étant le rayon du tube. Cette formule suppose que le rapport 
- soit une fraction peu considérable. Pour plus d'exactitude , il 

faudra augmenter ou diminuer son premier terme de p^^ de sa 

valeur, pour chaque degré de température au-dessous ou au-dessus 
de ii%8. 
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Lorsque oé sera, aa contraire, le ruport ^ qui sera une frac- 
tion peu considérable I on emploiera la formule (s) du n* iio; 

et en faisant 

a + 0,2690 = cl', 

on en condura 

cr = (a,65oo)V^'e— '<^'^^; (2) 

le millimètre étant toujours Tunitë. 

Pour que des hauteurs barométriques, mesurées avec differens 
baromètres à large cuvette, soient comparables entre elles et puis- 
sent donner la valeur exacte de la pression de latmospbere , il y 
faut ajouter les valeurs de cT relatives aux diamètres respectifs des 
tubes cylindriques, où le mercure s'élève; et, d'après ta remarque 
du n** 127, il faut, en outre, que ces tubes soient verticaux, ou 
bien, s'ils ne l'étaient pas, il y aurait encore une autre petite cor- 
rection à faire subir aux hauteurs observées, qui doivent toujours 
répondre au point le plus élevé de la surface convexe du mercure. 
Les formules (i) et (a) suffiront pour déterminer les valeurs de ^ , 
dans les deux cas extrêmes, d'un très petit et d'un très grand dia- 
mètre. Dans les autres cas, il faudra recourir à la méthode des qua- 
dratures, pour déd^{^e^ de l'équatton de la sur&ce du mercure, la 
valeur numérique de cT relative à une grandeur donnée du diamètre, 
ou y réciproquement, la grandeur du diamètre qui répond à une va- 
leur donnée de J^« C'est de cette manière qu'a été formée la table des 
dépressions du mercure , que Laplace a insérée dans la Connaissance 
des Tems de l'année 181 a, et^ qui a été calculée par M. Bouvard. 
Elle suppose que la surface du mercure coupe celle du verre sous 
un angle de 4^"* 1 2', et que le mercure s'abaisserait de 94766 milli- 
mètres , dans un tube dont le diamètre serait un dix-millième de mil- 
limètre ; ce qui revient à prendre 

b = 0,72897 , a^ = 6,5ooo , 

pour les valeurs des constantes que j'ai désignées par b et a*. Il 
serait à désirer que ce calcul fût répété, en partant des valeurs de 
b et a^ que j'ai adoptées, et qui satisfont mieux aux observations 
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(n* 108). En attendant y voîci la table dont il s'agit, où les dia- 
mètres et les dépressions sont exprimés en millimètres. 

Diamètres Depressioiu 

ïnléneun do tobe. du mercnre. 

3 4f 5599 

5 2,90^5 

4 2,o388 

5 f,5o55 

6 1,1482 

7 o,88i3 

8 o,685i 

9 0,5354 

10 0,4301 

11 o,35o6 

12 0,2602 

i5 0,2047 

ï4 o,i597 

1 5 o, 1 245 

16 0,0970 

»7 o,<i^4 

18 €J,o5ô6 

19 • o,o43o 

20 , o,o352 . 

On peut aussi former, par rexpérience, une table des dépres- 
sions du mercure, en comparant, à un même instant, c'est-à-dire 
sous une même pression atmosphérique, la différence des hauteurs 
du mercure dans un baromètre à siphon, dont les deux branches 
verticales ont le même diamètre, aux hauteurs de ce fluide au-des- 
sus de son niveau extérieur, dans différens baromètres à large cu- 
vette. C'est, en effet, par l'observation que Charles Cavendish, le père 
du célèbre physicien de ce nom, a formé la table que l'on trouve 
dans les Transactions philosophiques de l'année 1776. Voici cette 
table en pouces anglais , comme l'auteur l'a donnée, et en milli- 
mètres. 

57 
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IMAllàTlEft' DipKMSTon 

en ponces anglaif . «|:poiicff tn^Wi* 

o^io 0,140 

o,i5 o,og2 

0,20 0,067 

o,a5 • * • o,o5ô 

o,5o o,o36 

0,35 0,025 

0,40 • • ^ 0,0 1 5 

o,5o 0,007 

0,60 • . • . . o,oô5 



DtAttifnBs oirieftiovt 

miliâUpnièuxfi. en mîUîiDèiiw. 

2,54 5,556o 

5,81 a,5368 

5,08 1,7018 

6,35 1,2700 

jfi^ 0,9144 

8,89 o,635o 

10,16 o,38io 

12,70 H.. 0,1778 

i5,24 • 0,1270. 



Ces dépressions étant le résultat de l'expérience , celles qui ré- 
pondent aux plus petits et aux plus grands diamètres peuvent ser- 
vir h vérifier les fbrmules (i) et (2). Or, si l'on Êiit successivement 

2a = 2,54, 2a = 3,81, 
la formule (1) donne 

£r = 3,4712^ ^"=3,4199; 

les difTérences o""^fljr48 et — o°",o83i, avec Texpérience , peuvent 
être attribuées , en gcainie partie , aux erreurs dont ce genre d'obser- 
vations est susceptible. Soit de même successivemeot 

2a=i5,24, 2^=12,70, 2ct= 10,16; 



J'iso^Sijd} 



on aura, d'après la formule (2), 

cT sa 0,0945, c^ = O^I747> 

ce. qui. ne difiere de l'observation que de 

o"",o525, o'^iooSi, o";o655*. 

•. 

La formule, (i) se trouve encore . confirmée par une. observation 
de M* Gay-Lussac, qui a trouvé la dépression du mercurei^jple.à 
4r"',69, dans. un tube, dont le . diamètre . était i.'''',9qS» En y fisumot 
acs9.o,952Si, la fQiïilltde(i) doDAe J'.zss^^tQj^aiiCù q«i>na. diffère. pua 
de o"",02. 
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(i S6). J'ajoatenâ k ce paragraphe la note sirivante sur les Bato^ 
mètres à swrfact plane ou cancmm^ qoi m'a été coMttiaDiquëe par 
M. Duloog, et qne les physiciens liront aTec intérêt. 

u Dqp Casboîs, professeur de Physique à Metz, indiqua ancien-^ 
>» nement un moyen de construire des baromètres à sur&ce plane 
» ou même concave, on, ce qui revient au même pour la théorie , 
» des appareils en forme de siphons composés d'une branche capil«« 
n laire et d'nne autre de gros calibre, dans lesquels le mercure se te^ 
n nait à une hauteur égale dans les deux branches , ou même plus 
» grande dans le tube capillaire que dans l'autre. 

n n crut trouver la cause de ce phénomène dans l'exdusion plus 
D complète de l'humidité , parce que c'est en faisant bouillir pendant 
» long-temps le mercure dans les appareils qu'il réussissait à le pro* 
>i duire. Quant à l'explication même qu'il donne de la forme concave 
n de la surface déduite de la privation absolue de toute humidité, 
D elle ne mérite aucune attention. 

D n. parait que Laplace et Lavoisier réussirent. atissi à construire 
» un baromètre k surface plane, et qu'ils partagèrent l'opinion du 
ff physicien que nous venons de citer sur l'origitae de cette partiùu- 
>i larité, en l'attribuant à la dessiccation plus parfaite du mercure et 
I» des parois intérieures du tube« 

» Lorsque l'on a construit, soi-même, des baromètres avec les 
» pr^utions usitées pour les purger d'air et d'humidité, on a peine 
M k concevoir qu'il puisse rester- dans ces instrumens une certaine 
» quantité deafu, qu'une plus longue ébnllition parviendrait â ex- 
» puiser; aussi n'a vais- je jamais été satisfait de cette explication, 
» qui, d'ailleurs I ne se concilierait pas facilement avec la théorie 
» des phénomènes capillaires. Mais c'est en construisant des therfpo- 
» diètres k mercure que j'ai été conduit a reconnaître la véritable 
» cause du phénomène décrit par Casbois. 

Il J'avais remarqué que, en réitérant l'ébuUition du mercure pour 
» chasser les dernières bulles de gaz , le tube se trouvait sali in* 
» . térieurement au point de ne plus permettre de distinguer la sur- 
»* bce libre de la colonne liquide. A l'aide d'une loupe , on dis- 
m tinguait de petites masses iirégiilières de mercure adhérentes aux 
» parois intérieures, et, dai|s quelques endroits, un dépôt d^appa- 
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» rence cristalline et rougeâtre. Comme le mercare avait été pu^ 
M rifië avec soin avant d'être introduit dans l'instrument , on ne 
» pouvait se rendre compte de l'altération qu'il avait éprouvée, 
» sans admettre la formation d'une certaine quantité d'oxic[e pen- 
» dant l'ébuUition. Il est certain, d'ailleurs, qu'en triturant du mer- 
» cure avec son deutoxide, celui-ci se dissout en petite quantité 
}) dans le liquide, et lui communique l'apparence d'un amalgame. 
» Dans cet état , il adhère plus fortement au verre , s'y attache , 
» sans le mouiller cependant, et, par cette raison, il ne peut plus 
» être employé comme liquide thermométrique ou barométrique. 
» On le ramène à ses propriétés primitives en l'agitant avec de l'acide 
» sulfurique concentré ou une dissolution d'acide hydro-sulfurique , 
» qui enlève ou décompose Toxlde. Le mercure distillé même n'est 
» pas toujours exempt d'oxide; et, lorsqu'il doit sei*vir à la construc- 
» tion des thermomètres ou des baromètres , il est utile de le purifier 
» préalablement par l'un des moyens qui viennent d'être indiqués. 
» Il parait que le mercure tenu pendant quelque temps en ébuUI* 
» tion dans l'air atmosphérique contient bientôt assez d'oxide pour 
» que ses propriétés physiques en soient notablement modifiées; et 
» pour prouver que les modifications que nous venons de signaler 
» sont réellement le résultat de loxidation, il suffira de dire que si 
» l'on prend du mercure coliiplètement privé doxide, et si Ton 
» dispose l'appareil, comme je le fais depuis long -temps, de ma- 
» nière que la surface libre du métal soit plongée dans une atmos* 
» phère de gaz hydrogène, on peut alors prolonges à volonté l'é- 
» bullition , sans observer la moindre altération dans les propriétés 
» physiques et la manière d'être de ce liquide en contact avec le 
» verre. 

» Cette remarque s'applique également a la construction des ther- 
» momètres et à celle des baromètres. Si l'on répète avec-cette pré- 
}) caution l'expérience de Casbois, la surface libre du mercure affecte 
» la même courbure que dans 1^ baromètres ordinaires, quelle que 
» soit la durée de l'ébuUition^ - 

» Dans les baromètres d'un large diamètre, l'anomalie observée 
» par Casbois est plus difficile à produire, parce que la masse dii» 
» mercure étant plus considérable, une même quantité absolue 
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» d'oxide produit an effet moins sensible; on peut même se dis- 
i> penser, dans ce cas, de faire bouillir le liquide métallique dans 
» un gaz qui ne contienne pas d'oxigène libre. Mais lorsque les 
» tuj^s n'ont qu'un diamètre de 5 ou 6 millimètres et au-dessous, 
» il serait utile d'avoir recours à cet expédient; qar, autrement^ la 
}) correction de la capillarité laisserait une assez grande incerti- 
» tude. 

>j Ainsi , le résultat obtenu par Casbois* tient tout simplement à 
» ce que le mercure contenant en dissolution une légère propor- 
» tion d'oxide du même métal , est un liquide qui diffère du mer- 
» cure pur dans sa nature et ses propriétés physiques, et dont l'at- 
» traction pour le verre , comme pour ses propres molécules , n a 
» plus la même intensité. » 



§ V. Expériences sur les mélanges. 



(iSy). Soient u et isf deux fractions dont la somme est l'unité. 
Supposons qu'on ait mêlé deux liquides différens dans la propor- 
tion de 1^ et 1/; désignons par f la densité du mélange, et par h 
la hauteur à laquelle il s'élève dans un tube capillaire d'un rayon 
A , préalablement mouillé par ce liquide mélangé. D'après la for- 
mule du n® 53 , on aura 

p(h+la) = u^f+uuX + u!^/', (à) 



en mettant, pour plus d'exactitude, h + ^ cl au lieu de A , et 

désirant par f, f^ , f\ trois coefficiens positifs et indépendans de 
u et li. Cette formule est fondée sur la supposition que la perte de 
chaleur qui a lieu dans le mélange, quand la température est re- 
devenuc la même qu'auparavant, n'influe pas syr l'intégi^ale rela- 
tive aux forces moléculaires , de laquelle dépendent les phénomènes 
de la capillarité; hypothèse qui s'accorde avec le décroissement de la 
hnuteur A, pro(k>rtionnellement à l'augmentation de densité, dans 
le cas d'un seul liquide à dKfférentes températures. II est intéressant 
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de vérifia si o^ltç! hypothèse coninmit également aa as de deux 
UqiÂde^ in^lLQges} et, popir cela, je vais appliquer k fomnile (a) 
k 4es «^rieoQ^ qm M. Qa/^Loissac a fûtes, il y a déji long- 
toq^ps» mais qui H'ayaient pas encore été publiées. • 

{iès 49W Uqai^es soiiit Teau et faleohol , ou Tean et l'acide ai- 
tiiw]U^.- Je supposerai que u se rapporte à la proportion de l'eau , et 
u' successivement à celle de Talcobol et de l'acide nitrique » et je 
preodr^^i pour unités la densité de l'ieau et le nHlUmètre. 

Rfslafjyepoent zm, mélaiigfis de l'eau et de l'aleohol , que je consi- 
dérerai d^al^Mrd , yoici les résultats de l'obsenration : 



u 
u 

u 

u 

u 

u 
u 



I , 


u' s=o, 


p ^ I^OOOO, 


h 


4 

5' 


"' = §' 


p - o>9779» 


h 


3' 


«'=5' 


p = 0,9657 , 


h 


1 


«'=^ 


P = o,94i5. 


h 


I 


"' = 1' 


f = 0,9068, 


h 


I 

5« 


^/=|, 


f = 0,8726, 


h 



= 25,16 
= ï5.77 

= ii,5i 



= 10,00 



9,5C 



î= o, i/=i, p = 0,8196, A =9,182 



Dans toutes ces observations, le tube avait i'"'',296 de diamètre, et 
la température a été de 8 à 9 degrés. 

Si l'on fait successivement 1^=1 et u' = o, a = o et u'z= i, 

M = - et 2/ = - , dans la formule (a) ; que l'on y substitue en mpme 

temps , pour f , les densités relatives à ces trois proportiqua d'eau et 
d'alcohol ; et qu'on y mette aussi 0,648 au lieu de » , on en déduit 

/= 25,37a, /'= 7,705, / = 7,595. 
Pour des valeurs quelconques de uetu'y la fomiule (a) deviendra donc 

P (^ "^" 5 *) = <^'''76) «• 4- (7.595) ^' + ( 7;7o3) u\ 
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J'en fais maintenant l'application à celles des expëfmMtes préoë» 
dentés qtfi n'ont pas servi k en*déterminer les coefficiens ; et en dé- 
signant , pour chacune d'elles , par e Texcès de la hâutéor calculée 
sur la hauteur observée j je trouve 



Il = |, 1/ = ^, A = i3,i5i , 



u 



IL 



I 

I 
S' 



u 



u 



3' 



= ?. * 



8,255 , e 



i,56i ; 
1,525 ; 



4 
5' 



= S. A 



T>865, ^e == — i,55i5. 



Or , les grandeur» de ces valeurs de e montrent que l'hypothèse sur 
laquelle la formule {a) est fondée , ne convient pas aux mélanges de 
Peau et de l'alcohol ; ce qui est d'autant jAus singulier*, qu'elle coil- 
vient parfaitement , comme on va le voir, aux mélanges de Veau et de 
Facide nitrique, et qu'il y a eu-, dans ces deuat cas, perte de chaleur 
et concentration. 

Par rapport auv mélangea d'ean et d'adde nitrique^ on a , d'ajMèS 
l'expérience. 
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== 1,0000, h = 22,68 

=^ 1,0891 , h s= 20,52 

= 1,1474, A = 19,17 

=s T,2i5t, h =17,66 



=» i>2f75r, k SS2 16,55 

= 1,3691, h = 14,08 

le diamètre du tube étant i"»,5i5, et* la températiire lO k i<2 d^rés. 
Je détermine, comme dans le cas précédent , les YnleurA' de y et /^, 
aufliioyen de la première et dela^deniière observttlod ', et'tieOe de/î, 
d'aprèftla moyienne des quatre: obseirations interfttédiaireif ; ' k* fbr* 
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mule {a) devient 

p (^ + 5 «) = (22,899) «' + (44.5 10) uu' + (19,576) «'• ; 

en l'appliquant actuellement à ces quatre observations , et désignant 
toujoui's par e l'excès de chaque hauteur calculée sur la hauteur 
observée , on trouve 

M = ^, i/=g, A=5 20,495 , e = — 0,024 : 



u 



2 i I 



m' = 5 , ^ = 19, 166 , e = — 0,004 ; 



3' 3 



" + 5> " ~ V * ^ ^7f^77 > ^ = ■+■ 0.017 ; 

1 fk 

2^ = ^, 1^'=^, A== i6,36i , e = ■+- o,Oî I ; 

résultat qui présente un accord très remarquable eatre la formule et 
l'expérience. 

En comparant les densités des mélanges, on peut remarquer que 
ceux de l'eau et de Talcohol éprouvent, à peu près, la même conden- 
sation que ceux de l'acide et de l'eau. Ainsi, la moyenne des densités 
1,0000 et 0,8196 de l'eau et de lalcohol , étant 0,9098, la densité du 
mélange par parties égales esl 0,941 5, ou plus grande de 0,0317 ; et, 
de même , la moyenne des densités de l'eau et de l'acide le plus con- 
centré est 1,1845, quantité qui est surpassée de o,o3o6 par la den- 
sité î,2i5i du mélange moyen. 



§ VL Phénomène de V Endosmose . 

(i38). On doit à M. Dutrochetla découverte d'un phénomène très 
important, auquel il a donné le nom di endosmose. Ce phénomène 
consiste en ce que si deux liquides différens sont séparés par une 
membrane, l'un des deux traverse cette cloison et va se mêler à 
lautre, dont le niveau s'élève graduellement jusqu'à une hauteur 
considérable. M. Dutrochet a reconnu que 1 endosmose peut encore 
avoir lieu lorsque la cloison membraneuse est remplacée par cer^ 
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taioes matières inorganiques, telles qu'une lame mince d'ardoise , 
par exemple. Il s'est assure que ce phénomène n'est jamais accom- 
pagné de signes d'électricité que le galvanomètre puisse rendre sen- 
sibles. En l'attribuant à l'action capillaire, qui parait être sa véri- 
table cause , voici comment on en peut rendre raison d'une manière 
générale. 

Appelons A et A' les deux liquides. Soit 00' un canal vide et 
d'un très petit diamètre^ qui traverse l'épaisseur entière de la doi- 
son ; étant l'extrémité qui répond à A , et O' à A'. Si les deux 
liquides ne sont pas de nature à s'élever, en vertu de l'action ca- 
pillaire , dans un tube pareil à ce canal , ils ne pénétreront pas " 
dans l'intérieur de 00'; ils deviendront convexes aux deux extré- 
mités et 0'; et ils y seront arrêtés, quelle que soit l'inclinaison 
de la membrane , comme le mercure à la surface latérale d'un ba- 
romètre portatif, où l'on a pratiqué une très petite ouverture. Dans 
ce cas , l'endosmose n'aura pas lieu. Si , an contraire , les deux li- 
quides sont susceptibles de mouiller la membrane, ou de natnre 
à s'élever dans un tube de la même matière que ce corps, ils pé- 
nétreront dans l'intérieur du canal 00'. Us y seront d'abord l'un 
et l'autre concaves; mais qaand il» se seront joints, ils auront une 
surface commune , de sorte que l'un d'eux demeurera plus ou moins 
concave, et l'autre deviendra convexe. Or, le mouvement conti- 
nuera de A vers A', ou de A' vers A, selon que ce sera A ou A' 
qui restera concave ; et , dans le premier cas , par exemple , A 
finira par traverser la membrane entière , et viendra se mêler 
à A'. 

Pour déterminer , autant qu'il sera possible , lequel de ces deux 
cas aura lieu, menons, près du contour de la surface commune 
aux deux liquides, deux normales en -dehors de A, l'une à cette 
surface , et l'autre à celle du canal 00'. Soit ^ l'angle compris 
entre ces deux droites , lequel sera obtus ou aigu , selon que A 
sera concave ou convexe. Supposons que les constantes H et F du 
n* 49 répondent au liquide A, et désignons par H' et F' ce que 
ces quantités deviennent relativement au liquide A'. Puisque , par 
hypothèse, les deux liquides s'élèvent dans un tube de la même 
nature que OO', les quantités F et F seront natives ; je les rem- 
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placerai par .^ E et -— E\ et ea dénguaiit par G une autre cons* 
taate positive et dépendante de la mati^ des deux liquides , nous 
aurons, d'après le n"* 69, 

E'— E=Gcos^; 

équation qui fait voir que cos (p sera négatif ou positif, et que, par 
conséquent , le liquide A sera concave ou convexe , selon que £ iera 
plus grand ou plus petit que E^ Si donc, pour fixer les idées, on 
suppose E >> E^ ce sera le liquide A qui traversera le canal 00^ et 
viendra se mêler a A^ Cela posé, quand E et £' sont respective* 
ment oioindres que H et B', les poids des deux liquides qui s'ël^ 
vent dans un même tube, de la même nature que 00^, sont entre 
eux comme E et E' (n"* 49)- Le liquide A est donc alors le plus as- 
cendant ; mais si chacune des quantités E et E' surpasse la quantité 
correspondante H ou H', les poids élevés dans ce même tube sont 
les mêmes que si Ton avait seulement E ssH et E'ssH': ils sont 
entre eux comme H et H^ Or, la différence E«— E' étant positive, 
la différence H — H' peut être positive on négative ; par consé- 
quent, le liquide A n'est plus nécessairement celui des deux qui 
a le plus de tendance à s'élever par Faction capillaire. Ainsi , lorsque 
les deux liquides , avant leur jonction , coupent sous un an^ 
aign la surface du canal 00^, c'est -> à *• dire quand on a E <C H 
et Ë^ ^ H', c'est toujours le plus ascendant qui l'emporte et qui 
chasse l'autre liquide après leur jonction ; mais ce peut être le 
moins ascendant, qnand ils sont , avant de se joindre, tous les deux 
tangens à la surface de 00'; ce qui est le cas de E> H et E'> H'. 
Lorsqu'une partie de A se sera mêlée à A', les quantités E' et 
G changeront. Je désignerai par E, et G,, ce qu'elles deviennent re- 
lativement à ce mélange en contact avec le liquide A qui remplira 
le canal 00'; et si l'on représente, en même temps, par ^1 ce que 
devient l'angle (p, on aura 

E, — E = G, cos ^, , . 

à rextréoûté 0' du canal 00'. Dans cet état, le filet 00' du li- 
quide A pourra supporter, à ses deux bouts et 0% une diffé«* 
rçnce fie pression p^pportionnelle à la différence E| ->- £, et en 
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raisoo inverse du diamètre du canal 00'; et, conséqnemineat , le 
niveau du mélange de A et A' pourra s'élever au-dessus du ni* 
veau de A , d'une quantité qui sera aussi en raison directe de 
E, — £y inverse du diamètre de 00', et inverse des densités de ce 
mélange et de A. 

Maintenant, si la membrane est traversée par un nombre ex- 
trêmement grand de canaux tels que 00% on étendra a tons ces 

• canaux ce qu'on vient d'appliquer à l'un d'eux ; et le liquide A 
pénétrera par toutes celles de ces ouvertures qui satisfont à la con- 
dition E > E'. Quoique la matière de la membrane soit homo- 
gène, il ne sera cependant point impossible qua raison de la dis- 
position différente de ses molécules le long de ces différens canaux, 
ou pour toute auti-e cause, la condition contraire E<;E' ait lieu, 
(lu moins pour une petite partie de ces ouvertures; alors il \ aura 
simultanément , h travers cette membrane , un transport principal 
du liquide A dans A', et un autre transport beaucoup moindre , 
de A' dans A , ainsi que l'expérience parait l'indiquer. D'après ce 

' qu'on vient de dire , la différence de niveau , des deux côtés de 
la membrane , sera , toutes choses d'ailleurs égales , en raison in- 
verse des diamètres des ouvertures qu elle présente ; en sorte que 
l'intensité du phénomène diminuera de plus en plus et pourra de- 
venir insensible , à mesure que le tissu de la membrane sera de 
plus en plus relâché. La condition principale et essentielle du phé- 
nomène est la différence des deux liquides ; il ne se produira ja- 
mais entre deux liquides de même nature, ou entre deux liquides 
qui jouiraient exactement des mêmes propriétés sous le rapport de 
l'action capillaire. Pour que la cloison qui sépare les deux liquides ne 
soit pas impropre*à l'endosmose, il faudra que, d après sa contex- 
ture, elle soit traversée par des canaux très étroits, allant d'une 
face à l'autre ; circonstance qui se rencontre plus communément 
dans les membranes organiques. Mais, d'un autre c<>té, les liquides 
éprouveront le long de ces canaux un frottement très coiisidéiable 
à cause de la petitesse de leurs diamètres; cette force pouira ba- 
lancer l'action capillaire, et empêcher les deux liquides de péné- 
trer assez avant pour se joindre et prendre une surface commune, 
qui change en convexité lajconcavité de l'un d'eux; et, pour cette 
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